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第 工 间 
多 复 变 范 数 的 基本 性 质 


符号 我 们 用 C，R，Z,N 分 别 表 示 复 数 域 ,实数 域 , 整数 
环 和 所 有 非 负 整数 的 集合 。C”, R” 将 分 别 表示 域 C 上 和 域 R 上 
的 4 维 向 量 空 间 , 且 分 别 用 (zi, ,zs), zi€ C 和 (xi, xn)， 
tj€ RR 表示 它们 的 挟 。 我 们 看 待 0” 与 R* 时 ， 都 认为 已 赋 于 它 
们 目 然 拓扑 . 


对 = 一 (zs)eC"， 令 |z| 一 VC 二 十 |zo|2)， 
Iz| — max |z;|， 

对 于 了 内 的 点 亦 用 类 似 的 符号 . 

一 般 用 c，68，…… 表 示 下 的 元 素 组 成 的 2- 元 组 ; 即 c 一 
(au ocN 令 

[ic =ot To 0! = ol!, 

<p 表示 w 之 gj 二 1 … 0 和 a< 一 8 表示 c 和 8 且 c 关 0 

如 果 a€ C7? 和 一 《Api，… ,pr)， 则 以 4 为 中 心 ,以 P 为 (多 
元 ) 半 径 的 多 圆柱 是 指 集合 . 


Pla, p) = {2é€ C”| [zm al < ps |g OO— a < ps}. 
Pla, p) 表示 Pa, p) 在 (人 中 的 闭 包 . 最 后 ,如 有 xzE(L ccN"， 
今 

2 一 Sn 
有 时 要 将 C 等 同 于 Rz 和 C" 等 同 于 R*， 则 表示 
一 + 十 1y， 2; = Xi yj x,y€R"”, xj yi ER, 
一 MV—1,i=1,..,n. 
对 于 开 集 CCC" 上 的 一 个 连续 可 微分 复 值 函 数 g, 令 


ce — 1 (Be i 8) be — 二 (2 十 8 
Og 2 \Ox; Oy;/ O02; Ox; Oy; 


,Oxi1i: .Oga 
如 果 4， B 是 一 个 (Hausdorff) 拓 扑 空间 入 的 两 个 子 集 ，4 EB 


(Drg) (一 oC), 


表示 4 是 在 B 内 相对 紧 致 的 . 通常 4 表示 4 的 内 点 所 成 之 集 , 4 


是 4 的 闭 包 , 84 一 有 一 表示 4 的 边界 . 

一 个 开 集 9 C R* 上 的 无 穷 次 可 微分 函数 所 成 的 类 ， 记 之 为 
C“(9)， 我 们 也 称 C"(9) 的 每 个 元 素 是 _C” 函数 ， 

全 纯 函 数 

定义 1 设 0 是 C" 中 的 一 个 开 集 ， 了 是 O 上 的 一 个 复 值 函 
数 , 则 称 f 是 在 QO 上 全 纯 的 。 如 果 对 Vae 9 都 有 一 个 邻 域 U 和 一 
个 宕 级 数 


习习 


| nl An 
对 Yz EU, 则 此 级 数 收 化 于 f(z)。 今 后 我 们 用 (0) 表示 QQ 上 
的 全 纯 函 数 的 集合 . 
引 理 1 (Abel) 假设 {c。 je 是 一 个 复数 入 ， 上 日 对 p……， 
pa 之 0 存在 MM>> 0 使 得 
| co on ps SM VY ceENJN2， 


有 


人 caA(z2 CO—a) 


atN” 


对 |z; 一 aj| 过 9pjs 0 万 9 二 1 是 一 致 收敛 的 , 而 且 , 导 数 级 数 
>, caD(z2—a), BEN’”, 


a EN?” 
亦 对 |z; 一 oil 委 0pi 是 一 致 收敛 的 . 
系 ”全 纯 函 数 都 是 无 穷 可 微 的 . 而且, 当 f(z) 一 co(z 一 a 


时 ， 有 Kau 一 一 CD*f) (a), 


则 级 数 


ss 2 9 


mn ~ i er i 


i 


引 理 2 ”如 果 j 在 QcC* 上 全 纯 ， 有 — 0, j= 1 


这 个 引 理 的 逆 也 成 立 ,将 在 第 3 章 证 明 此 事实 

命题 1 (解析 开拓 原理 ) 设 0CC” 是 一 个 连通 开 集 ， / 是 在 
2 上 全 纯 . 如果 f 在 0 的 一 个 非 空 开 集 上 恒 为 零 ,， 则 f 三 0 在 8 
上 成 立 。 

证 设 E= {zt0Q|lD'fl(z) 一 0 YY cE N"}. 如 果 邻 FE,= 
{z€ 81D"/(z) 一 0}, 因为 D'f 是 连续 的 ; 故 E。 是 一 个 闭 集 ， 所 以 : 
E 一 门 E。 是 闭 了 的 。 

设 a€ E, 则 有 一 个 4 的 开 邻 域 U 和 一 个 宪 级 数 cs(# 一 a)》， 


对 Vz E U 它 收 俩 于 f(z)， 由 引 理 1 的 系 与 a€ EF, 故 cs 一 一 


xi 
D“1(a) 一 0。 因此 对 VzE U， 有 f(z) 一 0。 所 以 对 zeEU 和 
YacN", 有 De*f(z) 一 0。 于 是 UCE, 这 就 得 出 E 是 开 集 . 

由 于 9 是 连通 的 , E 冯 4$8, 故 E40. 
”” 注 如 果 存 在 某 个 a€ 8,，D"f(a) 一 0 对 所 有 ae 人 成 立 ， 
则 f= 0。 

定义 2 设 9 是 R* 内 之 开 集 和 了 是 一 个 Q 上 的 ( 实 值 或 复 值 ) 
函数 ,我 们 称 f 是 实 解析 的 .如 果 对 每 个 a€ 9 对 应 有 一 个 < 的 邻 
域 UU 和 一 个 宕 级 数 可 cox 一 a》, 则 对 VxE D: 它 收敛 于 f(x)。 

注 (1》 如 前 所 述 , 实 解析 函数 是 e” 的 . / 

(2) 解析 开拓 原理 对 实 解析 函数 亦 成 立 :证 明 是 同样 的 . 

下 面 的 二 个 命题 是 单 复 变 数 函 数 的 Cauchy 公式 的 直接 结果 . 

Cauchy 公式 与 某 些 推论 / 

命题 2 (Cauchy 公式 ) 设 0 是 C” 内 的 一 个 开 集 ，f 是 0 上 
的 一 个 全 纯 函 数 ，a€E Q 和 p 一 (po …:，oo)， oj>>0 是 使 得 
Pb(a, p)CQ， 则 对 x€ P(a, p), 有 : 


f(z) 一 《2m27 | f(&1,° °°, Cn) 


| 一生 pi I 


. JT Zi) db * dts. 


j 一 | 


® 3 s 


系 1 在 上 面 的 假设 下 ， 


Dj) = at(2ri)" | 


Si lpj 


Ke) [8; 一 到 和 


这 里 用 符号 | 
这 在 后 面 将 常用 到 . 
系 2 各 果 /是 在 多 回 柱 Fe， 0) 内 的 一 个 全 纯 函 数 , 则 级 数 


之 二 二 万 fads — oa) 


ltj~aj l=p; |, z | ,, 


对 zs € PCa, p), 收敛 到 ja), 
注意 ”如 果 9 在 集合 15 一 aj| 一 pj,j 二 1,-……,n 上 是 连续 函数 ， 


1 ~ | CD I ;~ 4) 
是 在 P(a, p) 内 全 纯 且 等 于 


Dcolg TY a)., 
这 里 / 
二 GD) JITG — as dd. 
这 个 等 式 由 下 面 的 公式 直接 得 之 


I 3 I 
j=1 EN jt (bi 一 697) 
这 个 级 数 对 z 在 Pla, p) 的 一 个 紧 致 集 上 与 5; 一 oj| = pj 时 ,是 
一 致 收敛 的 ， 
命题 3 (Cauchy 不 等 式 ) 如 果 f 是 在 8 上 的 全 纯 通 数 和 
Pla, p)CO， 则 有 z z 
1D’f(a)| 扫 Ma!lp™. 


这 里 M = joe;1f5)1. 
如 果 写 45) 一 oj 二 pie*i, 则 由 命题 2 立刻 推 得 此 命题 ， 


i 


开 映 照 定理 

命题 4( 开 上 映照 定理 ) 设 8 是 C"” 中 之 一 连通 开 集 并 且 了 是 
人 在 8 上 有 的 一 全 纯 遂 数 . 假设 f 不 是 第 数 ， 则 1:9 一 是 开 的 ; 亦 
Bf 将 8 中 之 开 集 映 为 C 中 之 开 集 . 

证 ， (a) ”一 1 时 可 以 假设 6€ 08 与 0) = 0。 只 要 证 明 
所 9) 是 0 的 邻 域 就 够 了 设 2 > 0 这 样 选取 ,使 得 {lz ECllz| 万 
pjCQ 且 对 | 中 一 p 有 f(z) 半 0。 设 5 一 inf ， |f(z)1|， 则 
6>>0, 设 WeC, WeEf(Q) 和 |W| < 三 5， 则 

pz) 一 (fs CO— WY 

是 在 Q 上 全 纯 。 由 命题 3 


1 : 1 
wi [|p(0)| < sup 19 (2) | < a— Iw 
所 以 IwW1 宕 二 因此 {wecC| Ww <=31ci9). 
(b) 机 情况 设 se 9 和 局 是 “的 一 个 凸 邻 域 , 且 乙己 9， 
由 命题 1, 110 筷 人 a )。 设 26 了， J(6) f(a )， 芳 虑 
D={z€éClat zs(6— a)€ UU}. 
设 gy 一 Ke 二 xz 一 a))，z€D，,， 则 D 是 一 个 包含 0, 1 的 凸 
集 ,并 且 g(0) = f(a) 关 从 5) 二 g(1)， 因 此 , 由 (3) 推出 ，g(D) 
是 a) 的 一 个 邻 域 。 从 F(U) 二 g(D) 推 出 命题 | 
系 1( 极 大 模 原理 ) 设 0 是 C” 内 有 界 连通 开 集 ， 且 1 是 9 
上 的 全 纯 函数 , 令 M 一 sup im ,|X5)1， 如 果 f 不 是 常数 , 则 
有 If(2)| 一 MYVzrEcg. 
证 可 以 假设 M < co。 在 已 上 定义 函数 p 为 
pz) 一 |f2)|, 2€0Q, p(t)= lm |fCz2)|. 
p(z) 在 紧 致 集 纪 上 是 上 半 连 续 ， 因 此 是 在 8 上 有 界 . 所 以 由 命 
题 4 {90) 一 U 是 一 个 有 界 开 集 《假定 了 不 是 常数 )， 进 一 步 ， 因 
”为 1 是 开 的 ，Y WE B80 具有 W 一 lim f(z,), 这 里 {zo} 是 收敛 
于 80 的 某 点 的 8 内 的 点 列 ， 因 此 GUc{wWeCllwl<M}. 由 
z § $$. 


于 UU 是 有 和 办 而 且 开 的 , 故 VC ECllwWwi 一 M}. 证 毕 .。 
系 2 如 果 f 在 C" 内 的 连通 开 集 0 上 全 纯 并 有 ae 0 使 

fz) | 过 Ke) 对 Vze 9 成立, 则 是 一 个 常数 . : 

证 如 果 f 不 是 常数 ，f1(98) 将 是 包含 在 {WECliwi| 专 
[fa)[} 中 之 开 集 ， 因 此 将 包含 在 {WECIIW| < 二 1a)|} 中 ,这 

Weierstrass 定理 和 jMontel 定理 

命题 5 (Weierstrass 定理 ) 设 8 是 C” 内 一 个 开 集 ， 设 {f,} 
是 上 的 全 纯 孙 数列 ,它们 在 0 的 每 个 紧 致 子 集 上 是 盖 致 收 钙 的 ， 
则 ff 二 lim f, 是 在 Q 上 全 纯 , 对 aE N’, {Df,} 在 8 的 每 个 紧 子 集 
上 收 争 于 D'f. 

证 设 a€ 8,p 一 (pi,…, pn) 使 P(a, p)CQ 并 且 设 


1 
(gi aj | 一 pp Pi? 
册 
f(z2) = lim f,(x) 


一 im Gn | HOT mba 


人 一 | 
= Gn) AOTE sD ab db 


由 命题 2 的 系 2，f 是 在 «的 邻 域 内 全 纯 ， 而 且 当 


/ 1 
| Ei 


时 ,有 


LD) = m0) "| OT — sD) db edt, 


15 一 9 [= 


一 lim Gami)-"| 人 


[5j—a; l= 
一 lm  D’,|z). 
al 
命题 6 (montel 定理 ) 设 多 一 {f} 是 9 上 的 一 个 全 纯 函数 
族 , 且 对 任 一 紧 致 集 KCY, 存在 M= Mk~>0, 使 


@ 6 + 


: i i kh oa 
.li nist TEP 人 


11 一 M 对 VszeKVvH1e 安 ， 

则 任 一 序列 {f,}, ,EF 包 全 有 有 一 个 于 所 刚 ， 它们 在 4 的 类 数 十 
集 上 一 致 收 鳃 . 

证 对 a4€0 和 f€ 多，, 设 Se, (f,a)(z 一 oy 二 f(z) 在 4 
的 一 个 邻 域内 成 立 。 由 命题 2 的 系 2， 这 个 级 数 在 一 个 与 了 无 关 
的 多 圆柱 P(a, p) 内 收敛 。 进一步, 由 命题 3 和 对 ,多 的 假设 ， 有 
5 之 0 使 得 

~ lef, /| er . 

7 一 (7 74s) 适合 0<rj<<p;。 因 此 ,如 果 {f} 是 多 的 元 素 所 成 
的 序列 ,我 们 能 用 对 角 线 方法 ,找到 一 个 子 序列 {f,,}, 使 当下 ->oo 
时 ,对 Yae N” co(fyi, 0) 收 全 .这 就 得 到 {ft} 在 4 的 一 个 邻 域 中 
一 致 收敛 ,事实 上 , 设 U 二 PCa,? ), 使 0 二 7 过 rj 过 pj; 则 对 Vz EU， 


| ja 一 和 91< Dy ef —fas + 20 5 pr 


lal>N 
从 二 < rj, MN—>o0 时 上 式 右边 最 后 一 项 一 0 (关于 ! 一 至 
的 )。 进 一 步 对 每 个 e, 当 , 1-> oo 时 ,有 ce(f, 一 fs 0) > 0. 
这 样 得 到 
sup | fur (2) —f(2)|—>0 当 k,1—>o%. 

如 果 {U。}p, > 是 覆盖 2 的 开 集 序列 ,多 的 元 素 所 组 成 的 任 
一 序列 ,对 每 个 都 有 一 个 子 序列 在 Us 上 一 致 收 伍 . 因此 对 任 一 
序列 {f,}, fe ,再 用 对 角 线 法 ， 可 找 出 一 个 子 序列 在 每 个 Us 
上 都 是 一 致 收敛 的 。 这 个 序列 显然 在 2 的 每 个 紧 致 子 集 上 一 致 收 
化 -| 
定义 3 一 个 在 连通 开 集 QCC” 中 的 子 集 4 称 为 是 一 个 唯一 
性 集 ,如 果 佳 何 Q 上 的 全 纯 函数 1 在 4 上 为 0, 则 j 三 0 在 9 上 成 
立 . 

例 集合 4 如 果 有 人 也 关 4, 则 是 唯一 性 集 . 

命题 7 (Vial) 设 {f,} 是 在 连通 开 集 9 上 的 全 纯 函 数 序列 
和 4 是 8 内 的 唯一 性 集 . 假设 {f,} 是 在 8 上 一 致 有 界 (|f,(2)| 过 
M 对 所 有 ze 9, 所 有 2» 成立), 且 对 Vae 4 有 {f(a)} 收敛,， 则 


* 7 » 


{P} 是 在 0 的 紧 致 子 集 上 一 致 收 疲 的 . 
”证 如 果 {f} 不 在 2 的 紧 致 子 集 上 一 致 收敛 ， 则 能 找 到 紧 
致 子 集 KC 9 和 {v}》 的 子 序列 {vx}，{px} 以 及 一 个 5 > 0， 
{zx}CK 使 得 
[fo 8) — fra 21)| > 6. 
由 命题 6， 如果 有 必要 可 用 {vx) 和 {px} 的 子 序 列 代 和 车 {pt} 和 
{xx}， 则 可 假定 {f,} 和 {fi} 是 在 Q 的 紧 致 子 集 上 一 致 收 全 的 
(分 别 收敛 于 全 纯 函 数 1 和 g) 并 且 z4 王 zo€ K， 则 “ 

[f(z0) 一 g( 20) | 之 和 > 10. 
男 一 方面 ,对 Va€ 4, 由 {4f, 《a)} 收敛 ,所 以 

fa) 一 go) 一 lim{farCa) — fulo)} = 0, 
由 于 4 是 唯一 性 集 , 故 1 一 g 二 0, 这 是 矛盾 的 . 
命题 8 设 了 是 平面 C 上 的 半 带 形 a < Rez <b, Imz >>0， 

设 9 是 C*-: 中 的 一 个 连通 开 集 ，9 一 B Xx 8 和 是 在 2 上 的 一 
个 有 界 全 纯 函 数 。 假 设 对 某 个 cCa 二 c 二 5), 有 

lim fc + iy, 2 ) = gl%) 


存在 , 而且 对 0' 的 任 一 紧 致 子 集 内 的 * 是 一 致 的 ， 则 对 Ve 二 0 
的 区 间 o + se 和 xx 委 8 一 8 和 2 上 的 任 一 紧 致 子 集 , 当 ? 一 co 时 
f(x 十 iy, 2z') 一 g(z') 是 一 致 的 . 
”证 设 太 是 @ 上 的 全 纯 函 数 , 它 的 定义 是 

f(z, 2') ~ f(z + iv, 2'), 
则 {fs} 是 一 致 有 界 的 。 由 假设 条 件 

im f(¢ + iy, 2') = g(z ), 
表明 : 1 

lim f(z, 2 ) = g(z’) 

在 混合 4 一 {(z, 2)€EQlRez = c,0<Imz < 1} 上 成 立 。 由 于 
A 是 一 个 唯一 性 集 , 故 由 命题 7 推 得 本 作 题 ， 


第 2 章 、 
解析 开拓 : 初等 理论 


全 纯 函 数 从 多 圆柱 边界 的 开拓 

显然 ,如 条 Q 是 C 中 的 一 个 连通 开 集 ，a EC 一 Q@， 则 有 一 个 
9 上 的 全 纯 函 数 f 不 能 解析 开拓 到 a 点 (例如 f(z) 一 (z 一 a)-). 
但 这 一 事实 在 C"(” > 1) 内 不 再 成 立 . 

定理 1 (Hartogs) 设 P={z€C"||lz| <1}，2>> 1， 设 下 
是 8P 的 一 个 邻 域 使 得 VN 人 P 是 连通 的 (6P 有 一 个 如 此 的 邻 域 所 
成 的 基本 系 )， 则 每 个 在 了 上 全 纯 的 函数 和 有 一 个 在 PUT 上 的 
全 纯 函 数 F, 使 FIV 二 了. z 

证 设 8 >> 0, 它 使 如 下 之 集 4CV 
A={z€éC|l—e<|z|<1,|z|<17>2}U{lse€C"| 
1—e<|s|<1, |s|<1ix2), 


设 2 一 (zx ， zn)， 当 FE 一 1， 函数 21 上 一 > f (2, > ) 是 在 环 
{za€ Cll 一 8 过 |z| 二 1} 上 的 一 个 全 纯 函 数 , 所 以 有 


to 
f(z,2) 一 >, av(2 )21. 


对 Vv€E2V，as(z') 是 在 PP 一 {zl 二 1,.…，1|zs| < 1} 全 纯 。 

而 现在 当 1 一 8 之 1z| 过 1, |zs| 二 1,…, |z,| 二 1 时 , 函数 

“i> f(z1, ) 是 在 圆 盘 |%| 二 1 内 全 纯 , 所 以 它 的 Laurent 级 数 

不 包含 有 % 的 负 需 次 项 ; 即 a(z)==0, 对 v <0 和 1 一 g 过 |s,| 一 1 

成 立 . 由 第 1 章 命 题 1, 对 » 二 0, x €P 有 os(z) 到 0. 现在 定义 
(1(2), zE 了 


F(z) -= 4 
(3) > aslz')zY, 2 P, 
v=0 


>; 。(* 本 是 在 P 的 紧 臻 子 集 上 一 致 收 全 的 短 级 数 ,所 以 是 全 引 
的 ,而 且 在 VNP 的 一 个 非 空 开 子 集 上 等 于 f/， 因 VN 人 NnP 是 连通 的 ， 
所 以 在 整个 VNMP 上 等 于 ff. 

Reinhardt 域 

设 2 是 Cr* 内 的 一 个 区 域 (连通 开 集 ). 我 们 称 9 是 一 个 Rein- 
hardt 域 , 如 果 z= 二 (zs, zs) EQ 和 01,-… ,0s€ R, 则 有 (ei91z,， 

,C0n2n)E QO, : 
定理 2 设 0 是 CC” 内 的 一 个 Reinhardt 域 ， 则 对 O 上 任 一 全 
: 纯 函 数 了 有 一 个 “Laurant 级 数 ” 
SY gg | 


A 


它 是 在 9 的 紧 致 子 集 上 一 致 收敛 于 f, 而 且 as 是 由 了 唯一 确定 的 ， 
证 ” 先 证 唯一 性 。 设 we 2 是 @ 中 的 一 点 , 而 且 它 的 坐标 为 
《wi Wa)， wi 关 0， 则 从 级 数 3 as" 在 0 的 紧 致 子 集 上 一 


z A 
致 收敛， 可 以 令 zj 一 好 ci， 然后 乘 上 ce "91+tow6w 进行 逐 项 积 
分 ( 沿 一 z+ 三 09; 二 xz). 对 Va€2', 得 到 
_ fe we 
: oilo01 t-ten On) db,: 。。 ad0,. . 

为 了 证 明 上 面 定理 中 所 讲 的 展开 式 的 存在 性 ， 首 先 注意 到 如 
果 喇 = 一 1st (CC2 | rz; < 二 | 2; | < R;, 0 过 ?7; 所 Rj, = ]】,.*.， nt 和 
f 是 在 D 上 全 纯 ， 则 由 单 复 变 函数 的 Laurent 展开 的 迭代 ， 得 到 
于 的 一 个 Laurent 级 数 的 展 式 . 

设 妈 Egg, 取 日 >10 充 分 小 ;, 因 @ 是 一 个 Reinhardt 域 , 故 集合 
Dl(w, e)={zéC" lwl — 8 < 1sl < [wil -+ el 
-包含 在 内， 由 于 DCw， 8) 是 具有 上 述 刀 的 形式 的 一 个 集合 , 故 

有 一 个 Laurent 展开 
>, dua(W ) 2 = f(z), 2€ D(w, 8 )， 


4 A 


它 是 在 4 的 一 个 邻 域内 一 致 收敛 于 了 的 .现在 如 果 有 w'€ D(w ,es) 
和 之 as(tw )s* 是 对 应 于 w' 在 集合 Dl(w', 8)CQ 中 的 展开 ， 则 前 
面 的 唯一 性 论断 说 明 ac(w) 一 xc(mw )， 
因此 对 V ae 2?， 函 数 w > oa(z) 在 0 上 上 是 局 部 常 值 的 ， 
由 于 @ 是 连通 的 , 故 ae(mw) = a。 是 与 w 无 关 的 .因此 级 数 
之 ant 


GE 


在 0 的 任 一 点 的 邻 域内 一 致 收 伍 于 f(z)， 因此 当 z 在 9 的 任 一 紧 
致 子 集 时 , 它 一 致 收 化 于 (2). / 

系 1 设 0 是 一 个 Reinhardt 域 ， 语 得 对 每 个 ,1 和 1 < 委 2, 有 有 
一 个 点 z€ 8, 它 的 第 7 个 坐标 是 0， 则 8 内 的 任 一 全 纯 通 数 了 多 
许 有 一 个 展开 : 

j (2) 一 > aug’, 
cEN’ 
它 在 @ 的 双 致 子 集 上 一 致 收敛 . 

系 2 设 0 是 一 个 Reinhardt 域 ,使 得 对 每 个 7j: 工 委 j 过 n， 有 
一 点 s&€《 8, 它 的 第 7 个 坐标 是 0, 则 Q@ 于 的 任 一 全 纯 函 数 f, 有 一 
人 

= { (p21>* “'9 ps) 10 < ;i < 1 ， 《7 ""s Zs) € og} 
i F 〈 即 有 一 个 在 8 了 中 -的 全 总 的 图 数 F， 使 
了 了 19 一 力 . | 

系 3 设 f 全 纯 于 z , 

7 二 |zj 十 … 十 1zs 二 R， 这 里 0<yr < 之 R， 
则 f 能 全 纯 扩 充 ( 开 拓 ) 到 1s] 十 … 十 Iza1<R.。  . 
“引起 的 问题 是 是 否 能 构造 一 个 全 纯 函 数 或 多 个 全 纯 函 数 的 
“存在 区 域 ”， 在 本 章 将 给 出 一 个 全 纯 函 数 的 存在 区 域 的 构 进 ,在 
后 面 的 章 中 将 给 出 对 一 族 全 纯 函 数 的 存在 区 域 的 构造 . 

设 ee C"。 考虑 对 子 集 (DU, ,这 里 U 是 C? 中 的 一 个 开 集 ， 
a EU，{ 是 在 U 上 全 纯 的 遂 数 . ”两 个 这 样 的 对 子 (U, 1) (VV, g) 
称 之 为 等 价 ， 如 果 存 在 。 的 一 个 部 城 W, WCVNU 使 |W = 


li。 


中 


落 . 当 不 致 引起 混淆 时 ， 我 们 此 澡 次 喜 用 一 个 玫 示 这 个 等 从 类 
函数 来 等 同 这 个 等 价 类 . 注意 一 个 在 4 点 的 芽 fs 在 4 点 的 值 记 
为 fa(a), 同时 f 的 任意 次 导数 在 4 点 的 值 亦 是 有 了 明确 定义 的 ， 

由 @, 表示 所 有 在 4 点 全 纯 函 数 藻 的 集合 ，C. 是 一 个 环 . 
技 思 郑 虑 @ 一 UO; 如 果 f€ Co 则 有 一 个 映照 总 CE 一 已 定 


义 为 p(1) 一 a, 今 在 2B 上 定义 拓扑 如 下 : 设 f€ C。 并 设 对 子 集 
(U, 了 ) 是 定义 的. 令 N(U, 有 二 {flbe€E Uj}, 这 里 记 是 由 对 于 
集 (U, 1) 所 定义 的 在 5 点 的 芽 ， 当 (U, 有 ) 遍历 所 有 定义 大 的 对 
子 集 时 ,所 有 集 NCU，, 有 ) 构成 大 的 邻 域 的 基本 系 . 这 样 的 轧 称 为 
C" 上 的 全 纯 函 数 的 芽 层 . 

引 理 1 映照 p:2 一 C0" 是 连续 的 . 

证 设 fe Ds, 则 plj) 一 a. 设 了 是 “的 一 个 邻 域 , 和 (17 力 ， 
是 一 个 定义 所 的 对 子 集 ; 则 pCNCUNV,PD)CV.。 

引 理 2 OB 定义 了 上 述 拓扑 以 后 ;是 一 Hausdorff 空间 . 

证 设 ,gE6O, f 夺 gp， 当 zf) 六 plgs) 时 ， 能 找到 
在 Cn 内 的 分 别 包含 p(f,)，p(gs) 的 不 相交 的 开 集 8,，0Q,， 则 
p 1(0,), p (95) 是 分 别 包含 fg 的 不 相交 开 集 .， 

如 果 p(f) 一 p(g2), 则 所 , gs EO. 设 (U0, 有, 《UV', g) 分 别 
为 定义 f，gs 的 对 子 集 和 了 是 < 的 一 个 连通 邻 域 且 VCUNU， 
则 NCV, 有 , WO, g) 是 不 相交 的 。 事实 上 , 如 果 *e NCV, 内 站 
N(V, g), 则 ff 和 8 在 p(x) 的 一 个 邻 域 相同 ， 由 了 是 连通 的 ， 故 

三 8. 在 VV 上 成 立 ;特别 所 二 gs， 改 与 假设 矛盾 

引 理 3 映照 p:2 一 C* 是 局 部 同 胚 ; 即 Yxe @ 有 一 个 邻 域 
N 使 plN 是 辣 胚 于 CG” 的 一 个 开 集 ， 

证 如 果 xEf 和 N= N(U, 有 , 这 里 (U, 户 定义 fs 风 
pCN) 一 U。p|N 之 逆 的 定义 是 由 b>f,bEU, ff 各 同 前 面 所 
述 的 (DU, 有) 所 定义 的 5b 点 的 下 所 给 出 的 . 

在 进一步 叙述 本 章 主题 之 前 ， 我 们 将 讨论 具有 引 理 3 内 性 质 
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的 空间 某 些 一 般 性 质 ， 
定义 1 一 个 Hausdorff 拓扑 空间 X 称 为 是 一 ( 实 )z 维 流 形 ， 
如 果 X 的 每 点 有 一 个 开 邻 域 同 胚 于 R” 内 的 一 个 开 集 、 

设 和 是 一 个 二 维 流 形 , X 是 一 个 Hausdorff 空间 .我们 说 连 
续 映 照 六:X' 一 X 是 一 个 局 部 同 胚 , 如果 对 每 点 we X'， 有 一 个 
2 的 开 邻 域 0" 使 p(U') 是 在 和 内 开 的 且 p15 是 到 p(U') 上 的 同 
肘 ， 注 意 此 时 X’ 自然 地 带 有 一 个 流 形 结构 

如 果 p:X' 一 X 是 一 个 局 部 同 承 ， 则 称 (X', p, X) 是 一 个 X 
上 的 ( 非 分 支 ) 域 . 当 在 上 下 文中 已 将 交代 清楚 时 ,就 称 X' 是 X 
上 的 域 . 

设 户 : 一 大 是 一 个 X 上 的 域 和 了 是 一 个 Hausdorff 拓扑 空 
同 , f:Y 一 X 是 一 个 连续 足 照 . f 到 X 的 一 个 提升 是 一 个 连续 映 
“” 照 f:Y ->X 使 得 pof = 了 . 

注意 提升 并 非 总 是 存在 , 且 如 果 存 在 时 也 未 必 是 唯一 的 . 

引 理 4 设 Y 是 连通 的 ，j, j:Y 一 X 是 三 的 二 个 提升 。 假 
设 对 茶点 yo€ Y,， 有 f(yo) 户 (yo)， 出 he 

证 设 E= {y€ Y | 广 (y) -一 f(y)}, 显然 E 是 闭 的 和 非 空 
的 如果 aE Y, 日 56 二 (a) 一 (ea)， 设 UV 是 5 的 一 个 令 域 使 
得 plU' 是 到 义 的 一 个 开 集 UU 上 的 同 肚 , 设 V 是 a 的 一 个 邻 域 ,使 
得 f(y), fh(V)CU', 1(V)CU， 则 显然 有 

flV = (plU’ ) of = flV, 

所 以 Z 是 开 的 . 因为 了 是 连通 的 , 故 一 Y, 所 以 有 三 

定义 2 设 X 是 一 个 Hausdorff 拓扑 空间 ， 苹 的 -条 弧 是 
一 个 连续 映照 7:1 一 X, 这 里 1 一 [0, 11CR，X 内 的 一 条 围 线 
是 一 条 弧 7, 适合 7(0) 一 7(1). 对 一 条 弧 7 了 ,7(0) 称 之 为 起 点 ， 
Y(1) 称 之 为 终点 ， 

定理 3( 单 值 定理 ) 设 1 一 [0, 1] 和 p:X’ 一 和 是 X 上 的 一 
个 域 , zeEX 和 ae eprie)。 设 F;:1 Xx 1 一 X 是 一 连续 映照 ， 使 
得 对 于 Vu€ 1, 有 F(0,w) 一 a， 对 Vu€ 1 令 7Ys 是 多 内 的 弧 1 一 
F(?, wu). 
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假设 对 Vu€ 1, 有 7, 到 XX 上 的 提升 y。， 使 得 yx(0) 一 a. 
则 由 4 2) 一 > Ys(z) 所 定义 的 映照 
PXT 
是 连续 的 . 
特别 当 F(1， 4) 一 与 zk 7 无 关 时 ， 则 F"(1， 4) 一 《 因 
为 F({1} x 1) 是 离散 集 p (5) 的 一 个 连通 子 集 ). 
证 设 w, io€ 1 为 了 证 明 FF 是 在 (zo, wo) 连续 的 ， 我 们 按 
如 下 法 进行 。 设 401,…, Up} 是 7s(1) 的 有 限 开 有 覆盖 ,使 得 
;二 p10; 是 到 U;CX 上 的 同 胚 . 设 0 一 zt 二 …< 近 rz, 一 1 是 了 的 
一 个 分 割 , 使 得 当 zi 二: 二 tj; 时 ， 有 77%C) EUV; (Vj; 和 vj 可 以 
这 样 选取 ,使 上 面 的 要 求 被 满足 ). 设 s > 0, 使 当 |# 一 wl 过 6， 
Ti! 和 ?Tj 时 , 7s(?) EU;， 因 此 当 人 vi 和 1 声 7j; 和 |u 一 w| 天 8 
时 ,，(f 一 1," ,pp) 断言 yx 一世 :oz 1)。 事 实 上 ， Yi 和 
/ pedo FC, 1) 是 :i 一 > F(w, 7 (zo 乏 1 迄 7 ) 的 两 个 提升 ,它们 
在 + 二 0 时 都 等 于 a, 因此 由 引 理 4, 有 / 
ru(2) 一 pi!'oF (4, 1) 对 证 委 !< 魏 2， 
假设 现 在 已 对 菜 个 记 1 过 /之 证 明了 
Tut) = py!'oF(u, 1) 对 Tj 和 1 和 7 J 一 w| Ee 
- 则 ， 显 然 74 (7T7) 二 py oF (wo, Ti) 一 pit10F (ws zi 进一步 ， 
p;'oF (u, 7))， pirioF (u, tj) 是 ,zx -> Fl(w, Tj),，|xw 一 wl 二 s 的 
两 个 提升 ,它们 在 x 一 w 是 重合 的 ,因此 由 引 理 4, 对 |x 一 | 一 
有 Yn《7Tj) 二 p 兴 CF(ws7Tj), 肝 从 引 理 4, 得 到 7) 二 pioF (x,1)， 
当 丰 委 1 上 魏 zis |# 一 tw| 二 8 时 成 立 ， 故 由 归纳 推 知 
F (zy 1) = 74t) = py oF(u, ti) 对 Ti Et ET), 
lz 一 zl <8,i= 1,2,...,p. 
这 就 直接 推出 对 任何 :€ 1,F' 是 在 (1, ww) 连续 的 。 : 
后 面 将 见 到 如 何 应 用 此 定理 于 复 分 析 ， 
定义 3 设 p:X'->X 是 一 个 X 上 的 域 . 如 果 对 每 点 eeEX, 有 
一 个 邻 域 U， 使 得 p-'(U) 是 开 集 0; 的 不 连通 和 ”而 且 对 每 个 j， 
不 连通 和 的 英文 是 disioint union, 其 定义 见 一 般 点 集 拓 扑 书 ， 一 一 译 者 注 
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是 一 个 到 六 上 的 同 胚 ， 则 就 称 * 是 一 个 覆盖 映照 (或 简称 是 

定义 一 个 流 形 X 称 为 单 连通 的 ， 如 果 它 是 连通 的 , 而 且 对 
每 一 条 围 线 7Y: 1 一 X， 1 一 [0， 1]， 和 存在 一 个 连续 有 映照 F: 1 x 
7 一 大 ,使 得 

F(1,0)= 7G), F(z,1) = 7(1)=7(0) 对 Viel; 

F(0, 4) = F(1, xz) 一 7Y(0) 对 Vuel. 

命题 1 设 p:X 一 X 是 一 个 覆盖 映照 ,a € X 和 4a= ple)， 
则 对 任 一 弧 7: 1 一 X; 7(0) = 二 a, 有 一 个 提升 7Y :I 一 X; 
7(0)=4., 

证 ”我们 能 找到 了 的 点 0 二 二 4 二 …' 三 to 一 1， 和 开 集 
U;CX 使 得 

YG) EU; 对 tf 7 一 0 5 力 一 荆 ; 

p(U) 一 Ui,; 是 不 连通 和 ， 且 对 每 个 i, py 一 如 0 是 到 

U; 上 的 同 胚 。 
当 4 和 1 时， 定义 Yo = pi7(z)， 这 里 i 的 选取 使 
“a EUV;,o，， 如 果 Y' 已 经 对 0&1 三 1j(f 二 p) 有 定义 ， 则 我 们 对 
过! 和 fits 定义 7'Q) 为 ?YG) 二 prxy7(z),， 这 里 的 选取 是 使 
7 "(1;) € UY, ;. / : 

系 ”如 果 p:X' 一 X 是 一 个 团 盖 映照 ， 和 如果 XX， X' 是 连通 的 
且 久 是 单 连通 的 , 则 2? 是 一 个 同上 及 ， 

证 是 满 的 . 设 a€ p(X') 和 4EX. 没 7 是 一 个 7(0) 一 a， 
7(1) = 二， 的 弧 ,7Y' 是 7 的 一 个 提升 ,; 则 p(7(1)) 一 2. 

尹 是 单 的 . 设 2, cEX', a 二 p(b)= 二 ple ). 设 7Y 是 一 个 
7(0) 宇 5b, 7Y'(1) = 二 < 的 弧 ， 7 = po7Y 是 X 内 的 一 条 围 线 和 
中: X 了 一 和 是 一 个 连续 映照 具有 定义 4 内 所 列举 的 性 质 。 由 
定理 3 和 命题 1, 有 一 个 连续 映照 P :7 X 1 一 X, 使 F'(0, 0) 一 
5', poF' 一 F， 由 引 理 4F'(1, 0) 一 Y(t:)， 因 为 

F(l, 4) = F(0,#4)= 4 
: 。145 。 


与 # 无 关 , 故 F(0, oz) 和 F'(1, w) 也 与 4 无关 ， 因 为 FG, 1) 
与 :无关 , 由 引 理 4, 故 F'G1, 1) 亦 与 + 无 关 ， 因此 
c=7(1)=F(,0)= F(l,2) = F(l,1)= F'(, 1) 

一 F'(0, 1) = F'(0, I (0, 9) 7 (0) = 
故 ? 是 单 的 . 

命题 2 设 p:X 一 X 是 X 上 的 域 ， 设 X, X" 是 连通 的 ， 则 
p 是 一 个 覆盖 映照 当 且 仅 当 对 Ya EX’, a 一 p(a) 和 任 一 弧 
7:1 一 X 且 7Y(0) 二 a 有 一 个 提升 > :7 一 X 有 旦 7Y'(0)=4a. 

证 由 于 Va&€X 有 一 个 邻 域 口 同 胚 于 R* 内 的 一 个 凸 集 , 故 
U 是 单 连 通 的 . 这 个 命题 就 从 定理 3， 命 题 1 和 上 面 给 出 的 证 明 
立刻 得 到 . | 四 

命题 3 设 p:X' 一 X 是 一 个 覆盖 映照 , Y 是 一 个 单 连通 流 形 
和 f:Y 一 X 是 一 连续 映照 。 如 果 a EX 和 plea’) 一 4 一 f(y0) 
(yo€ 了), 则 ff 有 一 个 提升 f:Y 一 X', 且 使 fo) 一 2 . 

证 设 Z 一 YXX' 和 YY 一 {(y,*)€zlf(y) =p (rx)}. 
设 x:Y’' 一 Y 是 一 个 映照 (y, 六 ) F>y。 我 们 断言 *:Y 一 了 是 
一 个 覆盖 映照 。 事 实 上 , 设 yEY, f(y) 一 x, 设 U 是 * 的 一 个 令 
域 使 p-:(U) 一 UU; 是 一 个 不 连通 和 ,而 且 p; = piU; 是 到 U 上 
的 同 胚 . 设 V 是 Y 内 > 的 一 个 邻 域 , 使 AV)CU, 则 六 一 
UV;,， 这 里 Vj 一 {(y, x ) Ezlx 一 p71of(y),，yEV} 是 到 到 从 
内 的 连续 映照 好 :of 的 图 .显然 <|V; 是 到 了 上 的 同 胚 . 

设 Y' 是 Y' 的 包含 (yo, 2) 的 连通 分 量 , 则 <| Ye 是 一 -个 覆盖 
映照 ， 因 为 Y, Ys 是 连通 的 和 Y 是 单 连通 的 ， 由 命题 1 的 系 ， 故 
一 zjY1 是 一 个 同 胚 如果 是 Z 到 X' 内 的 映照 (y,*") > x* 
: 在 上 的 限制 ,我 们 可 以 定义 

fy) = x orn'(y). 
/ 系 如 果 @ 是 Ca 内 的 单 连通 域 和 f 是 0 上 的 一 个 全 纯 函 数 
且 无 处 为 0, 则 有 一 个 0 上 的 全 纯 函 数 g, 使 es 一. 

证 设 C= 二 C 一 {0}, 映照 p:C 一 C*; p(z) 一 ce” 是 一 个 

覆盖 映照 ,由 假定 f 是 一 个 映照 , f:0 一 C*。 由 上 面 的 命题 ,存在 
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一 个 连续 映照 g:9 一 C, 设 1f= 二 pog 一 ef。 显然 当 了 是 全 纯 时 ， 
8g 亦 是 全 纯 的 。 / 
命题 4 (Cauchy 定理 ) 设 0 是 C" 内 的 一 个 单 连通 域 .给 定 
2 上 的 全 纯 函 数 g,,***, gs,. 使 得 


则 有 一 个 在 & 上 全 纯 的 浮 数 f 使 得 
(2) Bg, jl 
Oz; 


我 们 需要 如 下 引 理 ， 

引 理 5 设 P 是 一 个 多 圆柱 P= {z€C’||z; 一 ail < pj). 当 
851? ”” ”3 Bn 是 在 P 上 全 纯 并 满足 (1) 时 ， 则 有 PP 上 的 全 纯 阴 数 f 使 
方程 (2) 成 立 。 而 且 f 在 差 一 个 常数 的 意义 下 是 唯一 有 的. 

证 唯一 性 是 显然 的 . 要 证 明 存 在 性 , 对 进行 归纳 法 .。 当 
2z2 一 工时 ,有 


50 一定 ce 一 小 在 P 上 ， 


Y 一 0 


可 取 f(s) 一 3 


(x _ a)r+!, 


;十 1 
假定 引 理 在 C"-: 中 已 成 立 , 设 


cl 
Co\ 1 "9D 
一 > cz 一 人 zw， 
一 三 人 0 y 十 1 


由 


fe Bn 令 gi 1 “…>#)， 则 有 


0h; _ Oh 
1 7, Kn. 
Bz 8z 和 


因为 加 三 0 ,我 们 算得 了 9 一 0, ji 一 1 一 1 所 以 及 是 与 


zn 无 天 的 ， 自 归纳 候 没 有 在 Ps 一 {x€C" |sy 一 jl < py 
1 一 1 “ 2 一 直上 全 纯 ， 而 且 
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. i 


Of i 1 一 1 2 一 1 


Oz%; 

今 取 f 一 让 十 f 就 为 所 求 . : 

命题 4 的 证 明 设 6C 是 C"” 上 的 全 纯 滑 数 的 芋 层 和 p:@~C” 
是 投影 . 设 2" 是 笛 卡 尔 积 避 x … X O(n 重 ) 的 所 有 (8g,,*……， 
9z) 适合 plp1) 一 plz) 一 '… 一 p(n) 的 元 素 所 组 成 的 子 集 ， 
则 定义 了 一 个 映照 x:B” 一 CC", 它 是 一 个 局 部 同 胚 . 

， Og; . 

设 Xo 一 Ce， Pr) EDO" 5 一 2， | < 7， < ol， 


则 X, 是 2" 中 的 既 开 又 闭 的 子 集 且 x|X。 ~ 有 w% 是 X, 到 GC? 内 的 局 
部 同 胚 . 
设 J:0 一 Xo 是 有 揣 照 z 上 广 > Cg: …, (gn):)， 这 里 (gj;); 表 
示 函 数 gj 在 z 点 的 芷 ， 令 怀 二 J(8), 则 上 4 是 从 0 到 x 上 的 一 个 
同 胚 ( 它 的 逆 是 办 | 和) 特别 地 和 X 是 单 连 通 的 。 


我 们 有 一 个 映照 。 ,x 
其 定义 为 (D> ( (二 三 a ) »…,( 让 ) ), 这 里 下 指标 "是 表示 


着 《在 = 点 的 )， 我 们 证 明 这 个 9 是 一 个 玫 盖 映照 。 事实 上 ， 设 
(pi ““ ”5 pnsa) € nia)CX,, a€EQ 和 和 p(a, p) 是 一 个 多 圆柱 ， 
Pi“ ”有 是 在 pla, p) 人 Pua “3 Dn, ae 设 


fj 是 pla, p) 上 的 全 纯 函 数 而 且 5 of ~ qi; 在 pl(a, po) 上 上 成立。 如 


果 避 一 人 po ……，poo)12E pee po)}, 则 a1(U) 的 每 一 个 连通 
分 量 了 形 如 NGCp(asp)， 太 :这 里 广 一 了 十 0 C. 明显 地 , 1V 
是 同 胚 于 如 的 . 
设 X 是 w'(X) 的 一 个 连通 分 量 ， 则 %:X _、X 是 一 个 覆盖 
映照 和 X', X 是 连通 的 .由 命题 1 的 系 ," 是 一 个 同 胚 . 
现在 定义 2 上 的 全 纯 函 数 了 为 忒 z) 一 芭 和 oo%(z) 在 z 后 的 


值 , 上 EX 使 得 pf 一 *。 明显 地 5 一 gp 一 1， 
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定理 4 (Poincaré-Volterra 定理 ) 设 和 是 一 个 拓扑 空间 (Hanus- 
dorff》 且 有 开 集 可 数 基 ,Y 是 一 个 连通 流 形 . 假设 有 一 个 连续 映照 
fj:Y 一 X， 而 且 对 VxeEX,f'(x) 是 离散 的 ; 好 对 Va€ f(x)， 
有 一 个 在 Y 内 的 a 的 领域 U,， 使 7n 广 (xz) = {a}， 则 Y 有 开 集 
可 数 基 ， | 

证 设 {X,}» 一 1, 2,…… 是 和 的 开 集 可 数 基 . 考 上 塌 Y 内 的 
开 集 族 4 = {U} 如 下 了 避 是 在 Y 内 相对 紧 并 且 是 茶 个 的 
rz (X,) 的 连通 分 量 ， 我 们 断言 

(i) 1 是 了 的 开 集 基 ， 

(ii) 了 4 是 可 数 的 . 

(i) 的 证 明 设 a€EY, V 是 了 的 开 集 且 a EV， 设 W 是 了 内 
的 相对 紧 致 开 集 且 a€ WCWCV 和 WNff(a) = {a}， 则 6W 
是 紧 的 ; 故 (96 玉 ) 也 是 紧 的 ,而 且 f(a) 《fCOW). 设 v 是 使 f(a) 
X,CX 一作 8W) 和 U 是 fF(X,) 中 包含 有 4 的 连通 分 量 , 则 . 
UCW( 否 则 UN8wW 交 BB 和 XX "NOW)IAUINAOW) SS). 
特别 地 已 是 相对 紧 致 的 ,这 就 证 明了 (i). 

《 益 ) 的 证 明 ”如 果 U EU，U 必 是 有 限 个 同 胚 于 R* 的 开 集 的 
开 子 集 的 和 ,这 推 知 辟 具 有 如 下 性 质 : 
(*) 如 果 {7ejeey 是 也 的 一 个 非 空 开 集 的 族 , 而 且 FeAys 关 人 刀 
当 @ 二 6, 则 4 是 可 数 的 ， 

注意 4 内 的 集合 的 可 数 和 也 具有 性质 (*》. 

设 Uo EM， | 

= {UVU}, Ur = {U EMU, 


”存在 real 全 pnosg 


言 (2) Uau 一 4，(b) 2 是 可 数 的 . 
(a). 设 9= UU, 这 里 求 和 是 对 所 有 Ue 4 所作, 0'= UV 
这 里 求 和 是 对 所 有 VEU 一 UW 所 作 ， 则 9U9' 一 Y, 9, 9' 都 
是 开 的 , 由 地 的 定义 8 站 9 = 名 ,YY 是 连通 的 ,， 改 9 一 也, 改 
US= UMW, 
(b). z 是 可 数 的 。 假 如 巩 -; 是 可 数 的 , 则 令 


二 i i i 


9 一 (|) 7. 
Ueu,_ , 


对 每 个 y， 由 (* ) 得 出 /*(X,) 的 连通 分 量 的 族 F。 与 9 之 交 是 
可 数 的 ， 因 为 LU Pu 故 允 是 可 数 的 . 


这 证 明了 定理， 

注 此 定理 在 对 了 更 红 的 假设 下 亦 成 立 ， 即 Y 是 连通 、 局 部 紧 
和 局 部 连通 时 . 证明 是 用 了 有 离散 纤维 和 和 X 有 一 个 可 数 开 集 基 以 
及 Y 的 每 点 有 一 个 可 数 的 邻 域 基本 系 。 然 后 性 质 (*) 易 被 建立 和 
上 面 的 证 明 可 被 应 用 . : / 

系 的 任 一 连通 分 量具 有 可 数 基 ， 

定义 5 设 p:X 一 C? 是 C" 上 的 一 个 域 ， 连 续 函 数 J:X 一 C 
称 为 全 纯 ( 关 于 p), 如 果 对 每 个 aE 久 , 有 一 个 a 的 邻 域 0 使 得 

(i) plU 是 到 开 集 VCC” 上 的 一 个 同 胚 ， 
(和 1) 函数 jo(p10)-! 是 在 V 上 全 纯 . 
我 们 也 定义 了 的 导数 Dej 为 

D’fo(plU) = D"(folplU) ™), 

这 里 局 同 Q), 等 式 右边 的 导数 是 对 让 上 的 函数 作 的 . 

定义 6 设 p:X 一 Cj:X 一 CGC” 分 别 是 C*，C” 上 的 域 . 
一 个 连续 映照 w;:X 一 X”′ 称 为 全 纯 的 ， 如 果 对 任 一 开 集 V'CX' 
和 上 在 Z 上 全 纯 , 函 数 fox 是 在 uw-!'(V') 上 全 纯 ， 

第 1 章 中 很 多 定理 显然 能 推广 到 C" 上 的 域 . 

现在 设 0 是 C* 内 的 连通 开 集 和 f 是 0 上 的 全 纯 函数 , p:X-> 
Cr 是 C" 上 的 连通 域 .我 们 说 f 能 解析 开拓 到 XX， 如 果 有 一 个 全 
” 纯 映照 w:2 一 X 和 一 个 X 上 的 全 纯 函 数 g, 使 得 

(i) pou 是 8 到 C” 内 的 内 射 ; 

(i) gou=f. 

注意 这 样 的 g 如 果 存 在 必 是 唯一 的 (因为 8 在 x(9) 上 是 决 
定 于 的 , x(9) 是 在 和 内 开 的 , 故 能 应 用 解析 开拓 原理 ; 见 下 面 ). 

命题 5 《解析 开拓 原理 ) 设 pz:X 一 C"，P:X 一 C” 分 别 


a a 


是 C?，G” 上 的 域 ， 设 X 是 连通 的 且 f, g:X 一 X 是 二 个 全 纯 映 
照 . 如 果 f 二 8 在 X 的 一 个 非 空 gz 开 集 上 成 联 , 则 上 过 g。 (特别 ,X 
pe 加 果 存 X 的 一 个 非 空 开 子 集 上 相同 , 则 就 是 同一 
证 设 E 是 ,6X 的 集合 ,这 里 的 。 是 要 使 得 一 & 在 4 的 
一 个 邻 域 中 成 立 。 显 然 互 是 开 的 .现在 来 证 明 它 是 闭 的 ， 从 了 一 & 
在 E 上 成 立 , 故 f= 二 8 在 上 成 立 , 设 6 五 和 
和 一 太一 CO 
令 了 7 是 入 的 一 个 开 邻 域 使 pIV 是 到 C” 的 一 个 开 集 权 上 的 同 胚 ， 
设 U 是 5 的 开 邻 域 且 plU 是 同 胚 于 C” 内 的 一 个 多 圆柱 P 而 且 
UCf (VD)Ng《V),， 则 pofop 和 pgop ”都 是 了 到 WW 内 的 全 
纯 映 照 ,而 且 在 开 集 pCENU) 上 相同 .由 于 5€EE, 故 p(ENUD) 是 
非 空 的 。 因 此 (由 第 1 章 命题 1 应 用 到 profop 和 pogop”! 这 二 
个 到 C” 内 了 映照 的 每 个 分 量 上 ) pofop 一 pogop “在 PP 上 成 立 ， 
从 pV 是 一 个 同 胚 , 推 知 f==8 在 U 上 成 立 ， 因此 UCE， 由 于 


- bEE, 故 E 是 闭 的 . 


定理 5 对 C* 内 连通 开 集 2 上 的 每 个 全 纯 函 数 /， 有 一 个 连 
通 域 p:X -> C*〈C* 上 的 域 ) 和 一 个 了 到 X 的 解析 开拓 8 具有 下 
面 的 性 质 . 

对 任何 一 个 连通 域 p:X' 一 C" 和 f 到 X' 的 解析 开拓 g ,有 
一 个 全 纯 映 照 p:X' 一 X 使 ppp 一 p 和 fop 一 了 . 

证 设 X 是 包含 的 O 的 连通 分 量 ,这 里 a€ 0, fs 是 由 f 在 
a 点 所 定义 的 芽 ， 设 p:X 一 C" 是 如 到 C* 的 投影 在 X 上 的 限 
制 ，g:X 一 C 定义 如 下 : g(%,) 等 于 《在 z 点 的 值 ， 这 里 是 
在 * 点 的 节 ， 设 4:0 一 如 是 一 映照 ，u(z) 一 了 在 s 点 的 芽 . 显 
然 的 ，“ 是 连续 的 。 从 9 是 连通 的 ，x(9) CX, 故 得 到 映照 
2 :0 一 XXX， 显然 pou 二 9 到 C 内 的 内 射 ,， gou 一 了 了. 

如 果 p:X' 一 Cr 是 C* 上 的 另 一 个 连通 域 , w: 9 一 X 和 
g':X' 一 CC 定义 了 了 到 X’' 的 一 个 解析 开拓 , 则 我 们 定义 p:X 一 X 
如 个 。 

®t ps 


< 机 强 


设 x EX ,a = 二 p(x ), U' 是 x 的 一 个 邻 域 且 p' 将 它 同 胚 
地 映 为 C" 的 一 个 开 子 集 U, 在 口上 令 一 gop”。 今 设 .p(x ) 是 
5 在 a' 的 革 . 由 于 X' 是 连通 的 ,这 给 出 了 一 个 连续 映照 p:X -> 
CD 明显 的 p(w(9))cCX， 由 于 X' 是 连通 的 ,这 就 是 给 出 了 一 个 
映照 p:X' ->X, 对 此 验证 定理 中 所 陈述 的 各 性 质 是 十 分 容易 的 ， 

后 面 (在 第 6 章 中 ) 将 看 到 这 个 构造 如 何 被 推广 到 全 纯 函 数 族 
和 导致 全 纯 域 的 理论 ， 


6 2 % 


we 


第 3 党 
次 调和 函数 与 Hartogs 定理 


亩 和 函数 和 次 调和 沪 数 的 定义 与 基本 性 质 

设 0 是 C 内 的 一 个 开 集 , 我 们 写 z 一 + 十 iy; zs€C,x,y€R. 
徊 果 x 是 一 个 在 @ 上 有 二 次 连续 微 商 的 ( 实 值 或 复 值 ] 函 数 ,我 们 有 
Ou Ow _ 4 On 
Bx’ Oy’ OzOz 
定义 1 xw 称 为 在 8 内 调和 ,如 果 Au 三 0， 
注 ” 一 个 调和 冰 数 的 实 部 和 虚 部 都 是 调和 的 ， 每 个 全 纯 阴 数 


; 都 是 调和 的 (因为 Af 一 4-2 (人 ) 一 4 让 9- 0) 


定义 2 设 : 中 0 上 的 实 入 沁 (入 多 这 到 一 co， 但 不 人 允许 
取 十 co )。 如果 对 任 一 UE8, 有 / 
_s(z) 革 < sup s(t), .zxéEU, 


就 称 极 大 值 原理 对 ， 成 立 . 
命题 1 极 大 值 原 理 对 &@ 上 任 一 实 值 调和 函数 成 立 。 
这 是 下 面 的 命题 的 结果 . 
”命题 2 对 任 一 有 二 次 连续 敏 商 的 实 信函 数 “， 且 Au > 0， 
ee / 

证 只 要 对 Ax > 0 在 9 上 每 点 成 立 的 情况 证 明 此 结果 就 馈 
了 。 事 实 上 , 令 wks)] 一 xs] 十 ls 则 Au 一 An 十 4 二 0， 
所 以 


An 一 


xu{(z) 一 lim xs(z) < lim Qsup ue (2)) 一 sup u(t). 
假设 As 二 0 在 Q 上 处 处 成 立 并 有 x(a) 过 sup u(&), a€U, 
对 UGEQ8; 设 sup u(z) 一 ud(z0), 则 zo € U 和 国 数 


ee ee et Hh ei mee es 二 3? :es - 


i 


gC) = u(x, 1) 
在 f= yo Wi (z0 一 xo 十 yo). ee 


和 (m0) ~ -£7 g(%) 


一 lim {gCyo th)+ gy A) 28)} <0 


同样 及 7 (20) 和 0, 所 以 Ax(a) < 0 故 矛 慎 . 


命题 3 设 ckC,p>0 和 对 | 一 al 一 pi0 一 9 委 2z 令 
_p (0 Lgelee t+ (zoo) > 
Plz, 90) P,, p( ,0O) 2 (4 9 — (gz 2 ) PC 0) 之 0. 
而 且 如 果 从 6) 是 一 个 从 0) = 2x) 的 连续 遂 数 ， 令 z 一 ca 十 
pe o， 则 
lim | ”PCz， 6) 4(6) 46 ~ 4C6u)， 


此 极限 关于 6, 是 一 致 的 . 
证 无 妨 假定 a 一 0,p 二 1 和 h(0)==qp(e”*), 这 里 9 是 在 圆 
周 |z| 一 1 上 连续 的 . 现在 
ps, (2,0) 一 工 工 一 | 


2x |ec8 一 gz|; 
所 以 P(x,9) 之 0。 而 且 对 |z| 一 1， 

2 . 1 2 2e 纶 十 

| P(z， 0 )d0 Re {二 | 0l 


cc 一 8 


-Re 人 | tt 


2ri1JIcI=1 EE—% & 


因此 ,对 | z| < |， 
7 一 | P(z，6)1M6)d6 一 Ab) 


“ 工 一 |zl|: 


*) 原 书 此 处 为 了 四 于 一 译名 注 


[a5 — 2 


® 24 .9 


昌 


~ | PCs, 6){g(eo) — pl e's)}de. 


汉 8 > 0， 则 存在 8 > 0， 使 当 [ce 一 eo ~ 0 时 ,有 
ep(e 一 peeo)| 天 6. 
因此 ,由 P 宇 0, 我 们 有 


2 
TI<se | p(x, 0)d0 + 2M | p(z, 0)40, 


et 一 cx6ol>8 


这 里 M 一 suple(e2)|， 从 | PCz, 9)a9 一 工 和 
1 — |zl? - 
2x|e’ 一 z|? 
推 知 , 如 采 jz 一 | 趋 于 0, 则 P(x, 9) 在 le* 一 ei9| 守 8 上 一 
至 地 趋 于 0， 因 此 lim。|T| < 。, 现 在。 > 0 是 任意 的 , 故 推 得 结 


P(z, 0) 一 


果 ， 


系 1 如 果 * 是 在 2 内 调和 , ae 9 和 
lzecCliz 一 中 委 pjc2， 
则 对 |z 一 Ga| <~p; 有 
uz) 一 | Pl(z, 0)u(a 十 pe )d0. 
证 ”可 以 假定 zx 是 实 值 . 函数 
y(z) 一 | P(z, 0)u(a 十 pc22)d6 


是 全 纯 函 数 
1 (< pe 十 (gg 一 a) i 
二 | 2 a + pc)48 
在 js 一 of 二 p 内 的 实 部 , 所 以 是 调和 的 .由 命题 1 和 命题 3 推 
出 还 系 。 


委 2 每 个 调和 函数 是 (x*，y) (zx 一 x 十 ;y) 的 实 解析 函数 ， 
定义 3 设 x 是 一 个 从 QCC 到 RU{ 一 co 内 的 映照 ,日 
“(9) 志 一 cc。 我们 称 x 是 上 半 连 续 。 如果 


lim u(x) Su a); VaeQ, 
5 


# 5 » 


”等 价 的 说 法 是 , 如 果 对 V ae BR, 集合 {zs €E Qlu(z) 二 a} 是 0 中 的 
开 集 . 

注意 如 果 *#* 是 上 半 连 续 的 ， 则 它 在 每 个 紧 致 集 天 CQ@ 上 是 有 
上 前 的 ， 事 实 上 , 天 是 包含 在 开 集 {x € 81u(z) 一 好 的 增 序列 之 
和 集中 ,所 以 其 必 在 某 一 个 之 中 . 

引 理 1 设 « 是 在 8 内 上 半 连 续 的 且 有 上 界 ， 则 有 一 个 QF 
的 连续 函数 的 序列 {xx} 使 wr(《z) 对 所 有 xc 8, 是 递减 到 xz(z)。 

证 令 wi(z) 一 sup {u(&) — kit—z|}, M 一 sup u(t ). 


显然 对 所 有 z € 8 有 一 00 < 过 ui(z) 二 十, 我们 有 
ur(z) > ulz) — klz CO— z| = (2). 
而 且 因 为 序列 x(5) 一 | 一 z| 当 有 增加 时 是 递减 的 《对 固定 的 
5， 2), 故 wr(z) 对 每 个 z 是 递减 的 . 进一步 , 当 zx, xz'€0Q, ViE0 
有 
ualz) > at) — RE — zl ut) — kt m2 | — kl CO— 2l|. 
故 
ur(z) 之 Mk(o — Riz OO— 2'|, 
因此 | : 

[uaCz) — ux(2)| Rlz — |, 
所 以 wi 在 8 上 连续 . 

要 证 朋 当 《->00 了 时 ,有 wx(z)->u(z)。 首先 假设 x(s) 二 一 co 
设 E 二 0 和 0 一 {xz E01lu(z') 二 wu(z) 十 8}; 8 是 xz 的 一 个 开 
邻 域 , 它 包 含 一 个 圆 盘 lz 一 z| 二 6. 设 刀 满足 M 一 Kk6 过 wu(z)， 
则 nCz) 一 Klz 一 z| 志 wn(z') 过 nulz) 十 6, 对 x'€ 0' 成 立 . 另 
外 ,x(z') 一 kz 一 sz[ < Mo— Xs < uz), B20, & 之 名 时 
成 立 , 故 当 丰 之 如 了 肝 ，x(z) 委 ur(z) < ulz) 十 s， 所 以 当 kh—>o0 
时 有 ur(z) 一 uCz)， 如 果 ulz) 一 一 co 和 < > 0, 则 

9’ = {2 € Qu ) = —e}, 
包含 一 个 圆 盘 jz 一 z| 二 3, 所 以 如 前 面 之 假定 
ui(z) max (~—c, M 一 他 )。 


故 当 8& -一 oo 时 有 wi(《z) -> 一 00， 

定义 4 设 9 是 C 内 的 一 个 开 集 和 # “是 0 上 的 上 半 连 续 函 数 
且 在 @ 的 每 个 连通 分 量 上 x 尖 一 co , 称 * 是 次 调和 的 ， 如 果 下 列 
条 件 被 满足 . 

对 任 一 开 集 U E 8 和 任 一 UU 上 的 实 值 连续 函数 4”， 且 * 在 U 
上 调和 , 如 果 w(xz) 三 h(%) 对 VzeBU 成 立 ， 则 w(x) 三 h(z) 对 
yzEUVU 亦 成 立 ， / 

注 1 1=(a, 5)CR Ap 一 0 的 解 是 线性 函数 h(t) 二 at 十 8, 这 


里 A 一 -5 在 了 上 的 函数 w，, 使 得 C4) 志和 G4), (C4) 二 Aa) 


表明 wQ) 委 AD 对 加 委 上 委 坪 成立。 (这 里 如 二 坟 属 于 TIT 和 4% 
是 一 个 线性 函数 ), x 就 是 凸 函 数 ， 因 此 次 调和 函数 可 看 成 是 凸 函 
- 数 的 复 推广 . 
注 2 定义 4 可 改 叙 如 下 ， 
对 任 一 开 集 忌 人 9 和 任 一 在 癌 上 调和 的 实 值 函数 4， 极 大 值 
原理 对 x 一 和 成立， 

引 理 2 设 x* 在 开 集 0 CC 上 次 调和 , 则 有 

(a) 集合 {z € 8ju(z) 一 一 co 上 不 包含 非 空 开 集 ， 

(b) 如果“ EQ 和 P >0 使 {z€ Cllz 一 ol 万 p}c9, 则 

| uCa + pe’) 1d0 < o0. 
证 (a) 恨 没 论 呈 不成 这 则 有 一 个 a。€ 8 和 p > 0, 使 
=— {z ECl|s —al pilCo 
并 有 其 个 ze 天 Le > 一 co 和 zx(z) 一 一 co 在 8K 的 某 个 非 空 : 
开 子 集 上 成 立 . 设 {ux] 是 在 KK 上 (K 的 一 个 邻 域 上 ) 递减 的 趋 于 
u ( 引 理 1)， 设 
hi(z) 一 | P,,,(z, Ourla + pe )d0， 
则 入 是 在 入 上 连续 与 在 天 上 调和 (命题 3). 而 且 当 x € OK 时 ,有 
hr(z) 一 Ui(z) 之 xz)。 因 此 ,由 次 调和 函数 的 定义 ,得 
u( 20) < hr(z0). 
» I7 . 


i 


从 hk 是 递减 的 趋 于 x 和 P， p20 0) 是 正 的 ,得 到 
一 2 二 Uu(z0) < 魏 lim hr C20) 一 | Pp,,,(zo, 0)u(atpe’?)d0, 
这 与 我 们 假定 xe 十 pe”) 一 一 oo 对 9 在 [0, 2x] 的 一 个 非 空 开 
子 集 上 成 立 矛 盾 ( 因 为 x 在 K 上 有 上 界 ). 
(b) 设 K={zéCllz—al 三 piCQ, 设 {ux+ 是 在 玉 上 进 
碱 的 趋 于 x 的 连续 消 数 序列 . 设 M = sup ui(2) 则 wilz) < M 


对 VzEkK 成 立 ; 令 二 二 min(w4, 0)， 设 zoEK 是 (20) 之 一 0 
的 点 。 如 同 在 (a) 的 证 明 中 ， 
u(z0) 三 Ps,s (20 0)ur(a + pe )d0 


2 | : 
<LC .AM 十 | P,, (zo, 0)ux(a 十 pe )a0, 
0 
这 里 C 一 sup 2xPs, ,(z0,0)*”, 如 果 令 WW 二 min (x, 0), 则 有 
6 
2 . 
(Psalm0s 0) lu-Ca + pe*)1a 
0 


2 ， 
-一 lim 一 | P,,,( 2o， 0 )ur(a 十 pe )a0 
0 


天 -> 办 
<<C.M 一 xszo)。 
由 于 P,, 人 0) 宇 8>>0 对 所 有 成 立 , 故 推出 
| lu-Ce + ee)ld8 < oo， 


再 由 x* 在 和 及 上 有 上 界 , 就 证 得 5 理 ， 
命题 4 设 0 是 C 内 的 一 个 开 集 和 * 是 Q 上 的 一 个 上 半 连 续 
项 数 而 且 它 在 9 的 任 一 连通 分 量 上 不 恒 为 一 co、 则 “是 在 2 上 次 
调和 的 当 且 仅 当 它 适 合 
(*) 对 Vat08, 存在 尺 一 Ra) 二 0 使 
u(a) < 魏 二 | xd(a 十 pc)d0 对 0 p< R(a ) 成 立 ， 


*) 原 书 误 为 “C 一 supPas(zos9)”. 一 一 译 者 注 


s J * 


证 可 以 假定 0 是 连通 的 . 

(i) 假设 « 是 次 调和 的 , 设 KK={zeCllz 一 al 志 RR}CO,，, 
令 {ur} 是 天 上 鸭 递减 超 于 * x 的 连续 函数 序列 并 且 对 >EK，0 二 
p < 天， 


Ca) 一 r Psal#s 0)uia + pc)4d6， 


则 Bh 是 在 久 上 连续 ,在 天 上 调和 且 h(x) = ux(z) 之 
Wu(z) 对 zzEOK 成 立 。 因此 a(z) 志 hx4(z);， zxEK。 下 


xD < Em hs) 一 | p, (xz, Ona + pe*)d0, zeEkR. 
特别 取 各 一 人 时 ， 
、__1 1 (2 :ON J 
已 人 ay 0) 一 “os) < 二 | u(a 十 pe’? )a0, 
(ii) 证 明 其 逆 , 由 定义 4 后面 的 注 2 和 命题 3 的 系 1， 只 要 证 


明 , 如 采 x 满足 条 件 (”), 则 极 大 值 原理 对 «成立. 
设 D 人 并 且 假设 以 zo) > sup wu(z)，zvEU。 则 


sup u(z) > sup， u(k ). 
由 于 «是 上 半 连 续 的 , 故 存在 6 品 使 得 ua(a) 一 sup u(z)， 显 然 


a € 6U, 故 aEU., 今 将 证 明 , 如 果 (*) 成 立 , 4 在 U0U 中 之 包含 4 之 
连通 分 量 了 上 必 为 常数 ; 这 是 不 可 能 的 ,因为 
wk(a) > sup At) 之 sup uCL). 
设 EE = {z EViu(z) 二 x(a)}。 则 E 非 空 并 且 因 为 x 是 上 半 
连续 的 , 故 E 是 闭 的 . 显然 这 里 x(a) > 一 co， 
设 bpEE 和 R= RG(B)>>0 使 {zeECllz 一 5| 志 RICV 和 


u(a) = u(b) < | sb + pe )a0 
对 0< 二 p 所 R 成立. 如果 xp 二 pe) 委 xo) 一 ss>0， 则 
UP 二 pet) 一 axa) 一 8/2 


对 [0, 2x] 中 的 一 个 非 空 开 子 集 了 工 中 的 0 成立。 因此 ， 如 果 4 表 
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示 直 线 上 的 Letesgue 测度 , 则 有 
u(a) = «(2) < 二 CI0.2z] — Lau(a) 


十 p(T) uCa) — 8/2}] < a(a), 


这 是 予 盾 的 . 因此 wu(b 十 pe”) 一 以 ce) 对 所 有 9 € [0, 2x] 成 立 ， 
而 且 对 所 有 p, 0 二 p 二 RR 认 然 。 此 即 E 为 开 的 , 故 命题 证 毕 . 
注 ”如果 * 是 在 2 内 次 调和 的 并 且 {se C| 一 a| 委 psS2， 
则 对 |z 一 a| <, 有 、 
C2) < | Po sr, 0)ua + pee)d8， 
这 是 命题 4 的 证 明 中 之 (i). 
一 些 例子 和 应 用 
”。 系 1 如 果 ,是 次 调和 的 ,对 丸 0, 为 0 则 2 十 
Nn? 也 是 次 调和 的 ， : : 
系 2 如 果 U1 WH2 是 次 调和 的 ， 则 xz = max (ui 2) 也 是 次 调 
和 的 
证 Va&é 9, ua) ui( a ), 1 一 1，2， 
tu(a) 一 zai) < 魏 于 -| uj(a + pe do < | ul(a + peci)d6 


充分 小 的 成 
系 3 如 果 {ws } 是 内 的 次 调和 函数 族 ， 函数 
2 上 一 > 12) 一 sup J 


是 在 9 内 上 半 连 续 的 , 则 * 是 次 调和 的 (应 用 上 面 的 注 ,; 同 系 2 之 
证 明 ). 
系 4 如果， 是 在 QO 上 次 调和 的 , Va e 0， 区 


u(a) 一 lm u(z), 
证 设 1~ ,lm w(x), 由 于 * 是 上 半 连 续 的 , 故 
1 <u(a), 


如 果 1 过 wla), 则 有 xe 十 pe”) 二 (这 里 1 之 1 之 x(a)) 对 
充分 小 的 p 0 成立, 这 与 (*) 矛 盾 . 
系 5 如 果 * 是 连续 函数 ,而 且 * 与 一 x 都 是 次 调和 的 , 则 w 
是 调和 的 . 
证 对 Vae 48, 立刻 得 到 
u(z2) 一 | P,, (2, 0 )u(a + pe )d0, 


对 |z 一 a| 过。 成 立 , 这 里 6 是 充分 小 的 正 实数 . 
系 6 (命题 3 之 逆 ) 如 果 4 是 一 个 连续 函数 而 且 对 每 个 
a € Q 存 在 R(a) > 0, 使 对 0 <p< R(a) 有 


2 . 
#4) 一 工 | u(a + pe )a0, 
27 J0 


则 x 是 调和 的， 

证 因为 x 和 一 x 都 是 次 调和 的 。 

系 7 如 果 对 0 的 每 个 点 ， 都 有 一 个 邻 域 使 函数 x 在 其 上 是 
次 调和 的 , 则 zw 在 CQ 上 是 次 调和 的 . . 

命题 5 设 w 是 开 集 2CC 上 的 一 个 有 二 次 连续 微 商 的 实 值 
级 数 ， 则 * 是 次 调和 当 且 仅 当 '.Ax 之 0 在 8 内 处 处 成 立 ， 

证 (i) 假设 Au 之 0 在 8 上 处 处 成 并 .如果 十 在 UE 
上 的 一 个 调和 饮 数 , 则 在 上 有 

Alz CO— hb) = Au > 0, 

因此 由 命题 2， 极 大 值 原理 对 w 一 4 成 立 ， 故 由 定义 4 后 面 的 注 
2:,x# 是 次 调和 的 . 

(iiy) 反之 ,假设 w 是 次 调和 的 且 有 Ax(c) < 0, cecg， 则 有 
一 个 4 的 开 邻 域 U0, 使 Au(z) 二 0 对 VxeDU 成 立 ， 由 (0) 一 4 
是 在 U 上 人 坎 调和 的 ,再 由 前 面 的 系 5, w 是 在 UV 上 调和 的 ， 所 以 
Au(a) 二 0, 有 矛盾， z 

例 设 f 是 在 开 集 0 CC 上 的 一 个 全 纯 函 数 . 

(i1) 如 果 f 在 8 歇 任 一 连通 分 量 上 不 恒 为 零 , 则 

u(z) 一 log |f(z)| 
+ 31 。 


是 次 调和 的 ， 

证 ”我们 来 验证 命题 4 的 条 件 (*). 设 a€ 9。 如 果 f(a)=0， 
(a) 一 一 00, 则 条 件 (*) 显 然 成 立 ， 如 果 f(o) 关 0， 则 在 以 < 为 
心 的 一 个 圆 盘 中 f 不 具有 零点 , 改 w 是 一 个 全 纯 函 数 (任意 的 适合 
cz 一 了 的 全 纯 函 数 g) 的 实 部 , 故 * 是 调和 的 ,当然 x 是 次 调和 的 ， 

《ii) 对 任何 & > 0, x(z) 一 |f(z)1* 是 在 2 上 次 调和 的 . 

证 ”如果 天 a) 一 0, 条 件 (*) 是 显然 成 立 的 ， 如 果 了 在 以 4 
为 中 心 的 一 个 圆 盘 D 上 没有 零点 , 则 x(2) 一 |g(z)1, 这 里 

g(z) = eclog/(z) 


是 在 D 上 全 纯 的 ， 因 此 了 充分 小 时 ,有 
g(a) 一 |) g(a + pe )a0; 


因此 | | 
ua) = lg(a)| < | g(a + pe*s)|a0 


一 二 | u(a 十 pc2)d0， 

《让 ) 如 果 x 是 在 2 上 连续 ,对 某 个 a€ 9, zx 又 是 在 9 一 {a} 
上 次 调和 的 , 则 ”是 在 2 上 次 谓 和 的 . 

证 对 任意 8 这 0, ue(z) = u(z) 十 elog > 一 4| 是 在 0 上 
次 调和 的 : 条 件 (*) 对 we 在。 点 显然 满足 ， 而 对 任 一 不 等 于 4 的 
点 , 则 在 此 点 的 一 个 邻 域 中 «和 log |z 一 a| 都 是 次 调和 的 . 因此 
对 z 半 4a|z 一 4| 二 p,P 充 分 小 有 / 


u(z) T+ Elog |z—4a| < | Pp,,,(z, 0)uela 十 pe® )d6. 
因为 x 和 ws 对 xz 疡 a 都 是 连续 的 , 当 8 一 0 时 ,得 到 
«(2) < | Ps slz, 0)u(a 十 pe”)49 对 |z 一 al < pis sz 成 立 . 


由 连续 性 ,此 不 等 式 对 x 二 a 亦 成 立 , 故 得 出 我 们 所 要 的 结果 
注 当 例 子 中 的 一 个 点 ,被 8 的 可 数 个 点 所 代替 时 ,用 类 似 的 
方法 可 证 明 同 样 的 结果 。 
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命题 6 (Hadamand 三 圆 定理 ) 变 
R>0 和 0={z€eCl0<|z:|<=R}. 
设 f 是 在 QO 上 全 纯 且 不 恒 为 零 *”, 对 0 二 +<R 令 
| M(r) 一 Sup |f(z)]， 
“ 则 jlogM(G) 是 log+ 的 凸 顶 数 ， 即 log M(e') 是 :的 凸 函 数 。 
证 设 ulz) 一 suplog | 故 sc 让， 则 ”在 9 上 是 连续 的 和 
u(x) 一 log MC|z|)， 由 前 面 的 例 (i) 和 命题 4 的 系 3,« 是 在 0 
内 次 调和 的 ， 
现在 对 ro 7190 二 ro 二 ?i 二 RR 假设 
log M{(r) < I log?), 
这 里 ! 是 一 个 线性 函数 , 1(z) 一 ot 十 6。 我 们 必须 证 明 
log M(r ) < i1( logr) 
对 ro 二 + 二 7 成立， 现在 
u(z) hlz) 对 zs € 060 成 立 , U = {z E01ro < |z| < 7}, 
这 里 4(z) = clog |z| 十 8 是 在 0 内 调和 的 , 因 * 是 次 调和 ,这 个 
不 等 式 在 忌 内 成 立 , 故 命题 得 证 . 
注 ”这 个 结果 能 表示 为 
m(r) < M(ro)M(r}?, ro rn 
这 里 wp = log r+! — logr 
log ri 一 logro 
下 面 的 命题 是 Hartogs 基本 定理 证 明 中 之 主要 步 又 之 一 . 
命题 7(Hartogs) 设 R 二 0,D= {zeCllz| < R}, 和 {wx} 
是 刀 内 的 次 调和 函数 序列 。 假 设 如 下 两 个 条 件 被 满足 : 
(i) 存在 M>0 使 wo) 委 M 对 VsxeD 和 所 有 8& 成 立 ， 
(ii) 对 所 有 zx 适合 |z| 二 p,P 二 R, 有 lim wt (x) 二 妨 ? 则 当 


+ 之 Pp 和 mi 二 mi(r) = sup uk(z) ,我 们 有 


ie 


*) 原 书 漏 了 f 不 伍 为 零 的 条 件 .一 一 译 者 注 


® 33 。 


he He Er 


lim mt < 


KR 


特别 是 当 (ii) 对 所 有 xz € D 成 立 ， 则 .上 面 的 结论 对 所 有 ?7 二 R 成 

YY. : z 
证 (a) 设 e>> 0, 则 存在 EC[0, 2x] 有 日 jy(E) 二 8 (4 表示 

Lebesque 测度 ) 和 ,使 得 当 08 EE, 实 包 时 有 ur(pe”*”) 二 me. 


事实 上 , 令 El 一 U {ee [0， 2] lu(pe”) 之 m 十 8}， 从 
limur(z) Sm 对 |2z| 一 ”成 立 ， 有 门 E4~ 名. 现在 有 二 Et 。 


因此 存在 各, 使 ACEA) 二 5, 令 E. 一 Bh. 显然 对 这 样 得 到 的 
和 满足 (a) 的 要 求 . 
(b) 命题 的 证 明 . 对 |z| 和 ”一 p, 有 


ui(2) SE | Po,slz, 0)urC pe )d0. 
如 果 令 C 一 gh 2 Lo (32, 0 )， mE’ 一 10， 2zj] 一 E, 则 有 


EA 
ri 人 ze) 安 ( | ece)a8 十 | mm sz, Ou pe )d0 
之 MCu(E)+ | Ps 2,0)(m + gjada0 寺 MCe 十 (m+e), 
ps ’ / 


(K 宇 %) 
上 面 用 到 、 


x 
| Po (zs， 0)40 < | Pp,, (2,0)d0 ] 
E’ 0 


因此 wx(7) 三 MCs 十 mm 十 8( 当 之 如 ), 故 得 到 命题 . 
注 ”如 果 训 是 一 个 在 |z| 委 p 上 连续 并 且 在 |z| < e 内 调和 


的 函数 , 如果 limunls) 过 h(z) 对 所 有 z,|z| = p 成 立 , 则 对 > 一 p 
有 lim cx(7+) 和 0, 这 里 ox(r) 一 sup Aux(x) 一 h(x)}。 证 明 与 上 
命题 相同 ,自然 假定 (i) 是 存在 的 ， 


*) 原 书 误 为 “EkCEh+4”， 


各 4 Pe 


oe 


0 1 章 内 ， 我 们 已 知道 如 采 f 是 在 一 个 开 集 9 CC” 上 全 
纯 ， 则 5 一 0, j 一 1,.…,n， Hartogs 的 一 个 著名 的 定理 是 证 


胃 其 地， 这 能 极 才 之 如 下 . 

设 98 是 C 内 的 一 个 开 集 且 ae EC， 用 9;, 4 表示 CC 内 
的 开 集 {x ECI(a,: "9 Gj-i9 Sy CH ** "3 an) € Q}. 对 Q 上 人 竹 一 
函数 ,用 ,表示 在 0;, ,上 定义 的 函数 

方 ， oz) 一 f(a1, 2 Hj19 Ss Hjt19 "> dn), : 

对 每 个 变量 分 别 解 析 的 Hartogs 定理 

Hartogs 定理 设 f 是 在 Q 上 所 定义 的 一 个 函数 , 而 且 对 任 
意 的 a,,:… ,as € C 和 任意 的 7, 1 志 7 志 wn, 图 数据 ,是 在 8;,。 上 
全 纯 的 , 则 f 是 在 QO 上 全 纯 . : 

显然 只 要 假设 2 = {zeC’l|z| < R},R>0. 此 定理 之 证 
朋 需 要 几 个 预备 命题 ， 

5l 理 3 假设 8 是 上 面 所 定义 的 多 贺 柱 和 f 满足 Hartogs 定 
理 的 条 件 。 再 假设 是 在 8 上 有 界 , 则 f 是 在 0O 上 全 纯 的 ， 

证 我们 注意 到 在 圆周 56)| = po，p 二 R 的 拓扑 积 上 是 可 
测 的 ， 当 x = 1 时 , f 是 连续 的 ,因此 可 测 . 假定 已 对 ”一 工 维 时 
证 明 f 是 可 测 的 ， 设 9.,…, 9;, 是 圆周 上 的 分 点 , 而 且 6 = 0，， 
而 且 0;9743 之 隆 长 二 ss， 则 本 数 

(5 一 有 6) 当 生 在 弧 98 之 内 
“” 《这 里 866j+: 表示 右 端 是 开 的 , 左 端 是 闭 的 弧 )， 对 固定 的 如， 
ca, f 是 5 的 连续 函数 ， 故 fo 在 每 点 均 收 伍 于 人 5)， 由 归纳 假设 
ff 是 可 测 的 ,因此 f 亦 是 ， 

假设 |1fsJ1 委 M, 设 0 二 pp 二 R. 将 第 1 章 命 题 2 应 用 到 
2 二 1 的 情况 ， 当 Ah <Rj=1,.…,n 一 1 和 |z,| 二 p 时 ,我 
” 们 有 ， / 
(sy ) | fz os so 62) jy, 

ie ni = 


2r1 Cn Rn 


对 固定 的 S13 "9 Ca—iy f(21, “TS ni Cn) 是 在 圆 盘 内 全 纯 ， 我 


和 


们 可 以 重复 这 个 过 程 ,对 |zj| < pj 一 1。.….w 得 到 
a. -一 wi)? 2 HC ，， 
fw, #5) = (2ri) | dn | IICz — xz;) “er 


这 里 的 祝 分 是 一 个 逐次 积分 。 现 对 |z;| 三 + 二 p 和 |t;| = p, 有 


JI 和 一 2i) 一 人 >》 


一人 
wo Lati, 。 “Lontl 


这 级 数 对 158;| 二 p 和 |z;| 达 + 二 pp 是 一 个 一 致 收 全 级 数 。 因为 
是 有 界 和 可 测 的 ， 可 以 在 这 个 级 数 上 乘 上 ,然后 逐 项 积分 。 对 
3 委 * 二 p, 得 到 

f(z2) = >, Ca?" 3 


a€ nN’ 


ce J de | (人 2) 45 


而 且 [cel 和 Mp "因此 对 |z;| 和 + 上面 级 数 一 致 收敛 到 方 故 
得 到 引 理 ， z 
引 理 4 (Baire 定理 ) 设 WW 是 R” 的 一 个 开 集 , {Ws}p=,2… 是 


w 的 开 称 子 集 的 序列 ， 则 4 一 门 W; 是 在 W 中 稠 的 ， 


. p=1 : 

证 设 UCW 是 一 个 非 空 开 子 集 , V, UV, 且 V, 依 旧 是 一 
个 非 空 开 集 ， 则 局 一 V。 由 W, 仍 是 一 个 非 空 开 集 ,因为 三, 是 一 
个 稠 开 集 , 设 V, 是 一 个 适合 VD 的 非 空 开 集 。 对 进行 归纳 ， 
设 Uy 一 -in 太 和 Vs 是 D 的 非 空 开 子 集 而 且 PE ， 则 
VpCVp 1, 因此 仙 Vp= N Vp. 由 于 每 个 V, 是 一 个 非 空 紧 致 集 和 
万 ,C 芒 ,1s 故 有 站 Vp 产 名， 显然 ,VocC(NW)N Vo 由 于 
是 尾 一 开 集 , 故 4 是 在 W 中 称 的 . / 

注 ” 此 定理 对 W 是 任 一 完备 度量 空间 都 成 立 ， 只 要 在 上 述 证 
了 明 中 代替 条 件 rp 人 ED 为 VY。CU, 与 了 的 直径 趋 于 0. 

引 理 5 设 0 一 {zEC"llz| 过 R}, 设 p 二 R 和 f 是 一 个 
定义 在 8 上 的 函数 且 满 足 Hartogs 定理 的 条 件 。 假设 对 固定 的 
On |a, | < 一 天， 约 数 (21， “3 zn 1) > fz "yp ql an) 是 在 


+ 36 * 


[oj 天 R7 一 1 2 一 1 全 纯 并 令 


MY ) sup f(z1, "9 Pn- on) ，2 一 (zi “**, Zn_1)> 


则 有 一 个 开 称 集 UC8, 0 一 {zeCr|1z 一 Ri 一 1 
2 一 1} 使 M(z') 是 对 UV' 的 任 一 紧 致 子 集 上 有 界 的 ， 

证 设 V 是 8 的 任 一 非 空 开 子 集 , 设 

Vi={s€EVIM(G)SH}, X=1,2,..., 
则 UV = 二 V' 和 Vi 是 在 V' 内 闭 的 ， 对 每 个 a,, laosl 委 p， 集 
{z eye os) < K} 

是 在 广 闭 的 ， 因 为 六 > 万 z'， ao) 由 假定 是 全 纯 的 ; Vi 是 当 0 
遍历 所 有 |s,| 志 p 的 闭 圆 盘 时 , 形 如 上 面 那样 的 闲 集 之 交 。 因 此 
(7 一 7 外 一 好。 由 引 理 4 ,至 少 有 一 个 有 一 Vi 不 是 稠 的 ,所 
以 V%,( 某 个 和) 包含 有 非 空 开 集 W' .显然 M(x) 和 ,Vz EW， 
考虑 U' 一 UW’', 这 里 求 和 是 对 V' 遍历 9' 中 所 有 非 空 开 子 集 时 
的 所 有 W' 所 作 的 。 现在 V" 与 每 个 V' 有 交 ， 所 以 是 在 8 中 科 
的 。 而 UV' 的 任 一 紧 致 子 集 K' 一 定 包含 在 有 限 个 这 样 的 W' 的 并 
， 集 之 中 ,所 以 对 z' EKk', M(x') 是 有 界 的 . 现 证 明 Hartogs 定理 . 

Hartogs 定理 的 证 明 当 ” 一 1 时 , 定理 是 显然 的 ， 今 归纳 
假定 定理 对 C”-: 内 的 开 集 已 被 证 明 . 设 8={z € Cs 一 R) 一 
OO XDD, 这 里 0 一 {2' € OC"! | lz;| 过 ZR, 1=1,'**, #2 1}, 
D={z,€ Cllzsl RI 设 。<R,86<R 一 p 并 且 UV 是 2 的 
开 稠 子 集 ,使 在 K' Xx KK,。 上 是 有 界 的 , K, = {zoeCliz| 委 p} 
和 天 ' 是 UV' 内 之 任 一 紧 致 集 ( 引 理沙 ,， 设 a EV 1a | 二 5， 财 
“了 于 是 在 集 D' Xx D, 上 全 纯 和 有 界 ,这 里 D, 二 {z € Cllz| 二 p} 和 
D' 一 {2z'€EC"!||z 一 a| 二} 当 7 充分 小 时 ( 引 理 3)。 因 此 


(5) f (2) > Go Sn)( 2 YT a)”!: ” “(nl Gn1) 1, 


是 在 c X _D, 的 紧 致 子 集 上 一 致 收敛 ， 而 且 ce) 是 D。 上 全 纯 
的 。 由 Cauchy 不 等 式 (第 1 章 , 命 题 3)， 
las(zs)| 安 My '", M 一 se up, IfC(z2) 1, Veoe€EN"™, 


37 。. 


男 一 方面 ,对 |z4| 一 R， 函 数 (xz … ，s 由) 一 zs) 是 在 9 上 
全 纯 , 所 以 级 数 (5) 是 在 {zx' EC 二 尺 一 8 引 的 每 个 紧 致 子 
集 上 一 致 收敛 的 . 因此 ,特别 对 每 个 z,, 存在 4(z,) >0 使 
loadzn)| Alzsa)p ll, VaéEN’”!M p 二 及 一 7 
从 这 样 两 个 关系 ,我 们 得 到 
(a) 1as(zs)1Mr! 是 有 界 的 , V za € Da€ N"-， 


(b) lim leszn) 1M < V ga € Ds,, 


因此 ,由 命题 7, 当 g 二 0 和 r+ 二 p 存 在 入 >>> 0, 使 | 
ass 所 (pp ! 十 2)!" 对 [zs,| 寺 7 和 [el 宇 厂 成 立 . 
? z a eg 上 ， 旋 ~ 
因此 级 数 (s) 在 1z,| 二 1207 sr- | [eo EE 


上 是 一 致 收 钙 的 。 从 se > 0 是 任意 的 和 ” < p 亦 是 任意 的 ， 由 
”Weierstrass 定理 (第 1 音 命 题 5), ff 在 
{zs€EC"||z| < pp, ,|2,| < 0} 

是 全 纯 的 . 定理 证 毕 . 

次 调和 函数 的 例外 集 

以 下 证 明 的 天 于 次 调和 陷 数 的 命题 ， 将 在 第 4 章 用 到 它 。 

命题 8 设 0 是 C 内 的 一 个 连通 开 集 和 了 是 在 2 上 的 一 个 次 

调和 函数 3， 设 4 一 Ax € 01sx) 一 一 cc 和 假定 4 是 闲 的 .如 果 
u 是 Q 上 的 一 个 连续 蚁 数 , 且 在 2 一 4 上 次 调和 ,其 * 是 在 8 上 次 
调和 的 . z 

证 从 5s 是 在 Q 的 紧 致 子 集 上 有 上 界 ， 故 可 用 :一 c 来 代替 
s 《这 里 是 一 个 常数 ), 这 样 无 妨 假 定 s 志 0 在 8 上 成 立 ， 设 
se > 0, 则 x 二 gs 是 在 OQ 上 次 调和 的 . 事实 上 4 的 点 显然 满足 命 
题 4 的 条 件 (*)( 在 这 些 点 w 十 eg 一 一 <C) 而 在 4 之 外 ， 因 为 
x 十 &; 是 在 8 一 4 上 次 调和 , 故 (* ) 也 满足 ， 如 未 4 上 2 和 


*) 原 书 此 处 还 加 有 竺 一 % 的 条 件 ， 由 次 调和 函数 的 定义 已 纺 注 此 乓 ， 玖 译文 中 赂 
去 .一 一 译 者 注 


8 。， 


ss 


izilz—al RICD, 
日 4 = | p (sy, guka 十 Re?)49, 则 由 命题 3,u 填 gs 过 % 


对 lz 一 ol 一 R 成立 (因为 * 委 0)。 因此 在 lz 一 ol 三 R 有 
xz 十 8 和 5 令 8 一 0, 得 到 当 | 一 ca|[< 委 Rsxcd 有 
ulz) < 安 1z)， 
但 是 由 5| 理 2 之 (a)，98 一 4 是 在 8 稠 的 ,从 “和 4 都 是 连续 的 ， 
故 推 知 对 |z 一 el 委 尺 有 
u(z) < 有 2) 
所 以 # 是 次 调和 的 . 
系 ”如 条 *，4 同 命题 8 之 假设 ， “在 9 上 是 连续 的 和 在 
9 一 4 上 是 调和 的 , 则 * 在 9 上 是 调和 的 . 
我 们 可 以 假定 x* 是 实 值 的 ， 然 后 应 用 命题 8 于 和 一 u 就 得 
此 系 . 
命题 9 设 8,，* 和 4 都 如 命题 8 所 假设 。 如 果 x* 是 一 个 在 
2 一 4 二 有 分 连续 次 调 和 图 妾 ， 只 则 有 一 个 2 上 的 次 调和 函数 使 
VIO— A =. 
证 在 4 上 定义 V 为 
Fe) 一 lim, ka， acE4d4， 


在 zEg 一 4 时， 定义 yy cay, 设 尺 盖 10 而 且 

人 多 1] [|e a < RICO, 
由 引 理 2 之 (b) 集合 0€10; 兢 ] 届 (六 HRzd 一 一 cc} 是 测度 
为 0 ,定义 为 


p(z) £ [ P,.r( 2, 0 jula + RLS)g0 
| P,, RC(%, 0)V(a 十 Rs )a0. 


则 如 同 命题 8 的 证 明 ,% 是 在 |z 一 a| 二 R 内 调和 且 V 一 十 8s 
是 在 |z 一 a| < R 内 次 调和 的 ， 因 为 如 果 |2 一 a| 一 R, 则 


lim (V —h+ er) <1, 


® 39 。 


i | 


这 推出 了 一 上 十 sr 和 0 在 lz 一 oj 一 R 成 立 。 因此 令 8 一 0， 
对 jz 一 al <R， z € 4, 我 们 有 

u(z) < h(z). z 
从 了 的 定义 得 到 V(x) 三 h(z)，|z 一 a| 二 R， 因 此 VV 是 次 调和 

系 设 s, 4 之 定义 如 上 命题 ， 则 任 一 在 8 一 4 上 的 有 界 调和 
为 数 有 一 个 唯一 的 在 上 的 调和 扩充 . 

这 些 结果 只 是 位 势 理论 中 已 知 的 非常 多 的 完美 的 结果 的 一 些 
特殊 情况 。 对 次 调和 函数 理论 ， 可 见 之 于 [25]，Hartogs 定理 在 
[13] 中 被 证 明 , 亦 可 见 之 于 [17], 那 是 这 个 定理 最 早 的 证 明 . 

我 们 已 经 把 次 调和 函数 理论 介绍 到 这 一 步 ， 使 得 Rad6 定理 
(第 4 章 定 理 1) 和 第 5 章 所 需要 的 一 个 推广 (第 5 章 内 定理 2 的 证 
明 ) 变 得 较为 显然 ， 
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第 4 章 
全 纯 函 数 奇 点 的 Hartogs 定理 


解析 集 / : : 
本 章 的 主题 是 证 明 Hartogs 给 出 的 一 个 定理 ， 大 意 是 说 一 个 
全 纯 函 数 的 奇异 点 集 是 一 解析 集 . 

”定义 1 设 0 是 C0 内 的 一 个 开 集 和 4C0Q。 我 们 称 4 是 一 个 
解析 集 ， 如 果 对 每 个 a€ 8, 存在 4 的 一 个 邻 域 U 和 有 限 多 个 U 上 
的 全 纯 函 数 户 … …， 轧 , 使 得 4NU = {f(z) 一 … 一 加 (z) == 0}. 

命题 1 设 0 是 连通 的 ， 4 是 8 由 的 一 个 解析 于 案 ， 则 有 

(i) 4 是 在 2 内 闭 的 . 

(ii) 如 果 4 关 9,9 一 4 是 在 内 稠 的 . 

(让) 9 一 4 是 连通 的 . : / 

证 (i) 由 定义 , Va€ 8 有 一 个 邻 域 U， 使 UN 4 是 在 品 内 
闭 的 ， 这 表明 4 是 闭 的 

(i) 假如 〈ii) 不成立， 则 B = 4 关 w%。 我 们 将 证 明 B 是 9 
内 的 闭 集 , 从 B 是 开 的 , 0 是 连通 的 ,得 出 4 = 98, 与 原 设 矛盾 ， 

设 a€ 8B,U0U 是 在 0 内 的 4 的 一 个 连通 开 令 域 , 设 f,.…,f 是 
在 U 内 全 纯 *?, 且 4NU 一 {x€ UIhCx) 一 … 一 了 p(x) 一 0}, 则 
每 个 f; 在 BNU 上 恒 为 零 . 因此 由 解析 开拓 原理 ,在 UU 上， 每 个 
三 0. 所 以 UC4; 因而 VCA4 一 B; 特别 地 ,a€ B, 故 8B 一 B. 

(ii) 只 要 证 明 下 面 的 (*) 就 足够 了 。 
(*) 任 一 ae 8, 有 一 连通 邻 域 加 ,使 7 一 4 是 连通 的 . 

事实 上 如 果 (*) 已 成 立 , 而 0 一 4 = ULUU, 此 处 U; 都 是 


开 、 非 空 集 , 且 U, 与 局: 没有 交 。 由 (ii), = QO— A =UUU,. 


*) 原 书 误 印 为 * 设 户 * …， fp 在 如 内 全 纯 ”. -一 译 者 注 


从 @ 是 连通 的 得 0 关 好 。 设 已 是 “的 一 个 邻 域 , 且 UU 一 
是 连通 的 ， 则 忆 一 4 一 (0 一 4)UCGTnDa: 一 4) 不 可 能 是 
连通 的 ,除非 U 们 UU， 民 UNU; 中 ， "eT 4, 由 (i)， 这 是 
不 可 能 的 ”, 

证 明 (*), 设 上 U 是 的 一 个 凸 邻 域 ， 且 存在 U 内 全 纯 函 数 
有 i， fos 使 UNA 一 {xEUVUI 有 CX) 一 一 fy(x) 一 0)j， 设 
zo XEUVU—A,V= {iClAr0 二 + (1 一 414)xE UU}, 则 V 是 CGC 内 
的 凸 集 和 在 了 上 至 少 有 一 个 

gi(4) = f(xy + (1 ~— 1)x) A 0, 

因此 

| A'={1i€Clrx0 tt (1— ix EUNA} 

Riemann 开 柜 定理 z 
是 在 V 内 离散 的 ， 故 了 一 4 是 连通 的 ， 且 0, 1€EV 一 4。 如 果 
1 一 7(4) 是 V 一 44 内 连接 0 到 1 的 弧 ,; 则 

:| 一 > 7(2x0 + (1 一 YO 

是 U 一 4 内 连接 到 w% 的 弧 。 

Riemann 开拓 定理 

命题 2(Riemann 开拓 定理 ) 设 9 是 C" 内 的 一 个 开 集 和 4 是 
一 个 解析 集 , 使 得 @ 一 4 是 在 2 内 稠 的 . 设 函 数 了 是 在 9 一 4 上 
全 纯 和 对 VY a € 4, 存在 一 个 在 0 内 的 4 的 邻 域 U0, 使 1V 一 4 是 
有 寞 的 . 刚 在 在 一 个 唯一 的 0 上 的 全 纯 函 数 F， 适合 F198 一 4 一 /。 

证 唯一 性 是 显然 的 . 

首先 对 2 一 工 证 明 本 定理 . 我 们 只 和 需 证明 f 是 在 {0 < 
|z| 二 p} 内 全 纯 且 有 界 的 情况 , 此 时 f 是 在 圆 盘 {1z| < p} 内 连 
续 。 现 在 : 

OID 一 了 | ar 
对 任 一 0 二 +r < 过 pp 


*) 这 一 段 中 之 RU 和 0NnD,, 在 原 书 中 误 为 “UL 和 U7. 
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对 > 过 0, 因为 1 是 有 界 的 , 当 + ~ 0， 上面 的 积分 一 0 由 于 。， 
是 与 > 无 关 的 : 故 当 "和 0, 有 4a, 一 4。 由 此 定理 得 证 ， 

对 一 般 的 情况 , 设 a€ 4,V 是 4 的 一 个 连通 邻 域 , fIV 一 4 
是 全 纯 且 有 界 , 在 上 存在 有 全 纯 活 数 六 …，j 使 得 

ANV = {rE€EVIA) 一 … = f(x) = 0}. 
今 无 妨 假设 4 一 放送 0。 在 C" 内 作 一 个 座 标的 线性 变换 后 ， 可 
假设 a 一 0 和 在 x 一 0 的 一 个 邻 域内 h(0,…,0,zs) 送 0, 则 存 
在 有 5 盖 0, 当 0 二 |z,| 志 686 时 ,有 (0,…:,0,， zs) 关 0, 今 用 2 
表示 (gi; ……，ss-)， 设 ee>0， 使 对 xz 和 ss 和 和 |。| 一 5， 有 
hz ，sn) 拓 0。 今 落 虑 函数 | 
g(2) ~ | 人 zt 
tl(=8 一 2 

注意 ,对 |z 和 8，| 才 一 5， 有 所 (所 EF 一 4， 所 以 8 是 在 
1z'| 二 6，|)z,| 二 5， 内 全 纯 (按照 第 1 章 命题 2 的 系 2)。 进 一 
步 ， 对 国定 的 z'; |1z | 二 6, 函数 :HH > f(z', 1) 人 允许 有 一 个 在 贺 
盘 |z| 二 5 上 的 全 纯 扩充 ,这 是 由 于 定理 在 > 一 1 的 情况 (因为 对 
ss| 一 5 有 Hz so) 天 0 所 以 zsF>Az zs) 在 |zo| 一 3 内 
只 有 有 限 多 个 零点 )， 因 此 对 z EV 一 4, |s'| 二, 1zs| 5 由 
”Cauchy 公式 得 加 
gs(2) 一 fz). 

故而 可 连续 扩充 于 4 的 任 一 点 的 某 个 邻 域 内 ，、 现 在 由 扩充 
的 唯一 性 推 得 命题 ， 

Rad6 定理 

定理 1 (Rad6 定理 ) 设 V, 8 是 C0C” 内 两 个 开 集 ,; 且 VC2， 
设 f 在 U 内 全 纯 、 假 如 对 每 个 点 a€ 《6U) 由 Q, 有 | 


lim f(z) — 0. 
定义 
0 当 zs€EQ0 一 U 时 ， 


则 F(z) 是 在 8 内 全 纯 的 ， 
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此 定理 等 价 于 下 面 的 定理 
定理 1 设 是 在 开打 9 C C* 上 的 连续 函数 , 设 
~— {z€ Q|f(z) ¥ 0}, 

假设 f 是 在 U 上 全 纯 ， 7 

定理 1 之 定理 1， 如 同 定理 1 给 定 1/， 则 在 定理 1 中， 定义 
的 了 就 等 于 f。 

定理 1 之 定理 1。 只 要 验证 当 U 上 给 定 的 f, 在 (80) 几 9 
上 趋 于 0 时 , 定理 1 中 所 定义 的 F 是 连续 的 就 足够 了 .这 点 是 显 
然 的 . 

定理 1 的 证 明 只 要 对 wx 一 1 证 明定 理 就 够 了 .。 因为 假定 
定理 当 一 1 时 成 立 , 今 考虑 ay ca .… ,4s€ C，、 则 函数 zj-> 
fa ji ziy lj，ar) 在 CG 的 开 集 内 满足 定理 1 的 条 
件 ,所 以 它 是 全 纯 的 ， 因 此 ,由 第 3 章 之 引 理 3, f 是 在 9 上 全 纯 . 

由 于 此 定理 是 局 部 的 , 故 可 以 假定 0 是 C: 内 连通 的 ， 进 一 步 
假设 f 半 0. 令 sz) = log|1(z)|， 则 :是 在 0 内 次 调和 的 ; 第 
3 章 命题 4 的 条 件 (*) 在 

A={z€ 0lF(z) = 0}={zé on == —o0} 

的 点 显然 满足 ， 在 9 一 4 上 , * 是 调和 的 , 且 条 件 (*) 亦 是 满足 
的 .进一步 fl8 一 4 是 全 纯 的 , 因此 亦 是 调和 的 ,由 第 3 章 命题 
8 的 系 , f 是 在 Q 上 调和 的 ,特别 地 f 是 在 Q 上 连续 可 证 的 。 由 于 


在 0 一 4 上 了 一 0, 而且 0 一 4 是 在 2 中 稠 的 (第 3 章 引 理 
:之 (9), 可 以 在 O 上 有 弄 直 = 0, 故 二 在 上 全 纯 ， 


上 面 证 明 的 思想 是 EL Caran [9] 给 出 的 ， 不 利用 次 调和 函 
数 的 结果 ， 而 应 用 第 3 章 的 命题 3 和 必须 的 第 3 章 命题 8 的 特殊 
情况 来 直接 证 明 此 定理 亦 是 不 难 的 ,这 点 是 E，Heinz [15] 指出 
的 ， : 
”定义 2 (a) 定义 在 子 集 5 CC* 上 的 一 个 函数 称 为 是 在 S 上 
全 纯 的 ， 如 果 它 是 一 个 在 开 集 U 二 8S 上 的 全 纯 函 数 在 3 上 的 限 
制 . 
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克 


(b) 设 O 是 开 集 ， A4CO0， 如 果 f 是 在 0 一 4 上 全 纯 , 我 们 说 
f 在 点 a€ 4 是 奇异 的 ， 如 果 不 存在 一 个 在 的 某 个 邻 域 U 上 的 
全 纯 函 数 , 它 在 U 一 4 上 的 限制 就 是 1|U 一 4. z 
这 些 定义 不 是 最 可 采用 的 ， 但 我 们 简单 地 给 出 是 便于 氢 述 本 
章 的 主要 定理 . 
Hartogs 连续 性 定理 
定理 2 (Hartogs 连续 性 定理 ) 设 9 是 C* 内 的 一 个 连通 开 
集 ,O = {weEClr 二 |w| 二 R}),0 志 + 二 R， 设 f 是 在 OQXxQ 上 
”全 纯 、 假设 有 一 点 a€ 4, 使 1 能 全 纯 地 拓展 到 {4} x D 的 一 个 邻 
域 ,此 处 D = {wilw| 二 KR},， 则 能 全 纯 地 拓展 于 8 x D. 
证 设 j(z,w) 一 3 a,(z)wr 是 的 Laurent 展开 ， 它 是 
在 9 xX 9 的 紧 致 子 集 上 一 致 收敛 的 . a,(z) 都 是 2 上 的 全 纯 函 
数 ， 现 在 如 果 对 + 二 p 二 RR， 有 一 个 6 > 0, 使 得 f(z, w) 能 在 
{jz 一 al 二 s,lw| 二 p} 上 扩充 为 一 个 全 纯 函 数 F(z，w) (因为 
f 能 在 {a} X D 的 一 个 邻 域内 全 纯 开 拓 ).。 因此 当 > < 0 时 ， 
a 一 0 在 1s 一 “| <<。 内 成 立 ， 由 解析 开拓 原理 ， 当 ” < 0 时 
0 在 0 上 成 立 . 所 以 


jw) = asa)w, | (z, WIEQOX O. 
v=0 


上 式 右边 的 级 数 在 GXD 的 紧 致 子 集 上 是 一 致 收敛 的 ,定理 证 毕 、 。 

系 设 了 是 在 C* x C 内 的 集合 zx 一 0,0 二 |w| 二 R 上 全 
纯 的 ， 假 设 (0, 0) 是 1 的 奇异 点 。 设 6 > 0 是 充分 小 的 实数 ， 则 
存在 s > 0, 使 对 任 一 so，|zo| 二 6, 了 不 能 在 {zoj X D 的 任 一 锅 
域内 全 纯 扩充 ,此 处 D 二 {jw| 二 53. / 

证 设 s>>0 的 选取 使 得 了 是 在 集合 |z| 二 s, 7 下 lo 一 
r fos 71 二 上 全 纯 的 ， 则 由 定理 2 立刻 推 得 此 系 ， 

下 面 的 主要 定理 亦 是 Hartogs 给 出 的 . 

定理 3 设 98 是 C" 内 的 一 个 连通 开 集 和 p:8 一 C 是 一 个 映 
照 ， 假设 对 所 有 的 z 《0, 均 有 |qg(7)| < 王 民 与 令 忆 一 9XD， 


* 45 +* 


D={wéEC|llw|<RI. 设 T= {(z, w) EUigp(z)=w}. 如 
果 了 是 在 VU 一 了 上 全 纯 , 在 T 的 每 点 上 都 是 奇异 的 , 则 9 是 x 的 
全 纯 函 数 ， 

证 明 此 定理 需要 几 个 预备 的 结果 . 

i 理 1 设 .0, p,f, R, D 如 定理 3 中 所 述 , 则 9 是 连续 的 . 

证 设 ce@8，p(zo) 一 zw。， 设 >>0， 由 定理 2 的 系 ， 有 
8 > 0， 使 对 |z 一 zo| < 5，f 不 能 全 纯 地 扩充 到 {z} x {|w 一 
wo| 二 8), 而 对 1z 一 zo 二 5, f 是 在 {z} x (D 一 {9(2))}) 上 
是 全 纯 的 ,这 推出 |p(s) 一 wol < s, 故 9 是 连续 的 ， 

设 0 是 C 内 的 一 个 开 集 而 {有 },，v 一 0，1，…… :是 @ 上 的 全 纯 
函数 列 ， 今 著 虑 级 数 四 


(H) : 2) fre)w’, 
且 假 定 此 级 数 是 在 9 Xx {0} 的 一 个 邻 域内 的 紧 致 子 集 上 一 致 收 纹 
的 . 


Hartogs 半径 的 性 质 
定义 ”上 面 级 数 的 Hartogs 半径 是 函数 R:9 一 R ,其 定义 为 


R(zo) = sup{ |w|| > f,《z)w? 在 (zo, w) 的 邻 域 内 一 致 收敛, 】 


从 级 数 在 2 x {0} 的 一 个 邻 霹 内 一 致 收 贷 ， 明 显 地 有 R(z0) 一 0 . 
“对 所 有 zo。€ 8 成 立 . 
命题 3 如 R(z) 关 十 oo, 函数 一 log R(z) 在 2 内 次 调和 . 
证 先 说 明 一 log R(z) 是 上 半 连 续 的 . 设 + 二 R(zo)， 则 有 
5 > 0, 使 级 数 在 集 |z 一 zol 志 5, |w| 一 的 一 个 邻 域 上 是 一 致 
收敛 的 ， 因 此 亦 在 1z 一 zo| 肆 5, lw| 委 7 工 一 致 收 伍 ， 特别 地 
当 |z 一 zol 二 5 时 有 R(z) 之，， 故 有 Hm R(z) > R(z0). 


设 K 二 {xz€ECllzs 一 名 | 三 p} CQ， 设 和 是 在 KK 上 连续 ,在 
天 上 调和 . 假设 对 1z 一 zo| 一 p 时 ,有 
(I) — log R(x) < h(z), 
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我 们 亦 说 明 (D 对 lz 一 zl 二 p 的 xz 亦 成 立 . 从 级 数 〈H) 对 

| z 一 zo| 一 pp， Iw | < R(z) 收敛 ,我 们 对 EE 本 zo | = pp， 有 
fm I, Ca) 1 反 了 < op 
TT 

” 另 一 方面 R(x) 是 在 入 上 有 下 界 的 ;因此 (H) 在 型 为 K X 《lw | 二 

n}; 9 之 0 的 集 上 是 一 致 收 伍 的 。 特别 地 有 

f(z) 7 SEM, Vz€EK, VV»=0,1,2,..., 
这 里 M 是 一 正常 数 ， 因 此 由 第 3 章 命题 7 后 的 注 ,我 们 有 
Oe 
这 里 


Qo,(r) 一 pe log |1,(z)| 一 As 0 <<7 一 p， 


因此 ,对 s > 0, | 和 et 对 |z 一 zl + 和 v > vo(e) 
一 致 地 成 立 ， 故 当 |z 一 w%| 二 p, 1w| 一 9 时 级 数 (H) 在 
(z, w) 的 邻 域内 一 致 收 化 ,所 以 Re) 之 e595 当 |z 一 zo| 二 p 
成 立 ,此 即 证 明 (1). / 

我 们 现在 转 回 来 证 明 二 1 时 的 定理 3. 现 无 妨 假 定 0€ 8CC 
和 9(0) 一 0。 我们 必须 说 明 9 是 在 *= 0 的 邻 域 内 全 纯 的 . 设 


六 之 ?> 0 和 当 1z| 过 8 时 1p(z)| < ( 引 理 1)， 设 woe C， 


7 < |wol 一 尺 一 1 si | 二 5，f 是 在 (zg, wo) 的 一 个 邻 域 
内 全 纯 ， 设 


(H) f(z, 0) — Df — wt 


3 |w — wl < ip(z) 一 wo| 时 ,上 面 的 级 数 在 (zx, w) 的 一 
个 邻 域内 一 致 收敛 的 ， 因 为 对 这 样 的 (z, w》f 是 在 它 的 一 个 邻 
域内 全 纯 ( 注 意 | zwo 一 太一 7， 所 以 |p(z) 一 wo | < R). 因此 ， 
对 这 个 级 数 的 Hartogs 半径 R(z), 适合 不 等 式 
R(z) 之 |p(z) 一 wol, 
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另 一 方面 ,如 果 有 某 个 %03 [zo < 6, 使 R(zo) > | qz0) 一 wo|. 
从 R(s) 是 下 半 连 续 的 *”， 我 们 将 有 R(z) > p， 对 所 有 zo 邻近 
的 z 成立 , 这 里 Pp 是 一 个 适合 | p(s0) 一 wo| 二 p 二 R(z0) 时 数 。 
这 将 表明 对 zx 邻近 的 z 和 |zw 一 wo| 二 pf ,上面 的 级 数 一 致 收 
纹 ; 从 jp(zo) 一 wo| ~ p， 在 《zo， 9p(zo)) 的 一 个 邻 域内 将 有 一 
个 解析 扩充 , 但 由 原来 的 假设 f 在 T 上 是 奇异 的 , 这 是 不 可 能 的 . 
因此 我 们 有 | 

引 理 2 当 |z| 二 6 时 ,级 数 (Ho) 的 Hartogs 半径 是 

R(z) 一 |p(z) 一 wol. 
命题 4 如 果 35, 2 和 中 定义 如 上 ,函数 
FF> log 19(z) — wol 

是 在 |z| 二 6 内 调和 ,对 任 一 wo 它 满足 4 过 |wo| < R 一 1. 

证 设 w《z, wo) 一 一 log |p(z) 一 wol.。 由 命题 3 和 引 理 2， 
u(z; wo) 是 在 |z| < 5 内 的 对 z 次 调和 的 函数 .因此 对 p 二 5 一 
1z1, 有 / 

(II ) u(z, wo) 一 1 u(z + pe, wo)ao. 
对 固定 的 +; % 二? 二 RR 一 n, 令 mw 一 re 伐 人 上 不 等 式 ， 对 


0 和 p 委 2=*， 我 们 有 (ID 成 立 . 现在 将 x* 对 9 从 3 到 ?zx 积 分 . 
对 上 | < 5, 由 于 1956)| 7 和 当 |c| < 时， 


2 ， 
| log |a — re’?|adgp 一 2xlogr 
’ 


(要 证 明 此 等 式 ,只 要 注意 到 log le 一 re”?| 一 log |ae 一 了 | 一 
log |zez 一 *| 和 log (z 一 7?) 是 在 1s| <+ 内 全 纯 的 ， 所 以 我 们 
能 用 第 3 章 命题 3 之 系 1), 改 现在 有 


2x . 2x 
| xz re9)dg 一 一 | log | g(t) 一 relde 一 2<log +. 
0 0 六 


这 就 给 出 


*) 原 书 误 为 “R(z) 是 半 连 续 的 ”. 
##) 有 原 书 误 为 “1w|<p.” 一 一 详 者 注 : 


译 者 注 


二 和 aa 


ff2r ， 。 2 2 , 
| ug, re’?)dgp 一 2xlog 二 一 二 | dq | u(g 十 pc re’?)q0, 
0 7 2 J0 0 


因为 «是 连续 的 , 故 从 上 面 的 等 式 和 G1), 必得 到 
ul 2 , two) 一 | u(z 十 pe wo)d0; 当 ?9 < |zoo| <R-— 3 


p=6—1zl, 
由 第 3 章 命题 4 的 系 7, 这 就 证 明了 本 命题 . 
引 理 3 如 果 log |q(z) 一 w| 是 对 所 有 的 w; 9 之 |w| 一 
R 一 nx。 都 是 x 的 调和 函数 , 则 9 或 是 z 的 全 纯 函 数 . 
证 因为 log |p(z) 一 w| 是 调和 的 , 故 它 是 实 解析 函数 ， 因 
此 是 C” 的 ;所 以 当 w= re?， 7 rR—7,0<14<27 HN, 
9%) ~— wh? = exp(2log |p(2) 一 w»|) 也 是 C” 的 ,因此 


wp 十 wo 一 于 (le 人 + wll’ — |qp(z) -wl’) 
是 C” 的 . 今 取 ww = 二 "号 w 一 i， 我们 得 到 十 F 和 一 本 
C™ 的 , 也 邯 q, 5 都 是 C” 的 ”. 


要 证 明 我 们 所 要 的 结果 , 现 山 在 必须 要 说 明 6q/63 成 7195 是 
恒 等 于 0. 现 有 


0 =— 3 log{(9() CpG) 一休 


一 (9 —w)! (Pp—w) op 


OzOz Oz Oz 
E OF 
十 万 -095 2 _0F -fF, 
(一 2 B07 (Fw) Bz 85， 


对 所 有 在 一 个 非 空 开 集 的 w 成 立 ， 上 式 乘 以 (q 一 wg 一色》， 
然后 按 ww 和 二 的 军 次 列 出 方程 , 则 得 到 


*) 原 书 这 一 段 证 明 中 有 些小 错误 . 译 考 已 改正 ， 一 一 译 者 注 
pe .A090 ». 


第 一 个 关系 式 表明 wp 是 调和 的 ,因而 亦 是 实 解析 的 ,第 二 个 关系 式 


表示 或 是 3 或 是 > 在 一 个 非 空 开 集 上 恒 为 夫 因此 由 解析 展 
拓 原 理 ,或 是 人 p 恒 等 于 0, 引 理 证 完 

系 ， 在 定理 3 的 条 件 下 , 当 ” 一 1 时 , 9 或 g 是 全 纯 的 . 

当 R 一 1 时,- 定理 3 的 证 明 令 oo 一 w 十 z,，“5 一 sg， 则 当 
1 ，lo| 充分 小 时 ,集合 {(2; o)lo 一 g(t) 十 5} 关 于 函数 
H¢, wm 一) 满足 定理 3, 当 # 一 1 时 的 假设 ， 因此 由 上 面 的 系 ， 


在 过 一 0 的 -个 充分 小 邻 域内 ，qp(:) 或 p(Y) + 了 是 全 纯 的. 如 
果 q 不 是 全 纯 的 , 则 (t) 和 (5) 十 所 都 是 全 纯 的 ， 因 此 亦 是 
全 纯 的 ,这 是 荒 雇 的 ,所 以 9 是 在 0 全 纯 的 ,定理 被 证 明 . 

一 般 情况 的 定理 3 的 证 明 设 ee 0 和 P 是 以 4 为 心 的 充分 
小 的 多 圆柱 ， 且 PC 8. 设 EP， 我 们 将 证 明 函 数 4 厂 > pe 十 
1Kz 一 “)) 是 在 凸 集 D 一 {4€ Cla 十 4(zo 一 a) EP} 上 全 纯 的 . 
因为 全 纯 函 数 的 极限 还 是 全 纯 的 , 所 以 只 要 证 明 zo 是 在 P 的 一 个 
稠 子 集 5 上 证 明 此 点 就 够 了 ， 今 无 妨 假 定 < 一 0，p(0) 一 0， 
P 一 {|z| 二 6), 当 |z| 二 5 时 ,1p(z)| 一 9 9 是 一 个 很 小 的 数 ， 
则 1 是 在 {(zw)eCellz| 二 56, 1% 二 |w| 一 Ri 上 全 纯 ， 故 可 
-以 有 有 Laurent 展开 : 


f(z， 20 ) = > f(z2)w", 


由 于 了 是 在 (0, 0) 点 奇异 的 , 故 有 wv 二 0, 使 在 P=1{lz| 一 9 
上 fo 关 0; 设 5 一 {xz EP|f,(z) 关 0}。 前 数 
g(14, w) = H(z0, w), zo ES 

是 在 集合 {(4, w)12eD，w 考 p《14zo)} 上 全 纯 的 ,进一步 对 每 个 
4,g 《4， wv) ' 定 在 某 个 点 (1，wo) 是 奇异 的 《和 否则 对 在 1 的 一 
个 邻 域 中 ， 有 fC pz) 一 0, 故 由 解析 开拓 原理 如 (zs) 一 0， 这 是 
矛盾 的 ). 故而 g(4， w ) 正好 是 在 集合 w 二 op(1zo) 上 是 奇异 的 ， 
由 上 面 证 明 过 的 w = 1 的 结果 推出 w 一 9(1zo) 是 全 纯 的 ， 
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现在 再 由 第 3 章 的 引 理 3 推 得 9 是 在 Q 上 全 纯 的 ， 

某 些 奇异 点 集 的 解析 性 

命题 5 设 0 是 C"” 内 的 连通 集 , D 一 AiweéCllw| 二 RI 和 
K 是 了 中 的 紧 致 子 集 ,4 CQ X KK ， 上 且 假 设 存在 p > 0， 使 对 每 
个 YEg 

A, = {w ED|I(z, w)EA} 

是 一 个 至 多 有 个 元 素 的 有 限 集 . 假设 有 一 个 在 0xXxD 一 4 上 
的 全 纯 函 数 /， 它 在 4 的 每 点 都 是 奇异 的 ， 则 在 Q 上 有 全 纯 顺 数 
yp， ………，9a，9 侍 p, 使 得 
A= {(z, 1 )E€ OQ XxX Dw t+ ps)w 十 … 十 pos) 一 0}; 
特别 地 , 4 是 一 个 解析 集 ， | / 

证 设 9 是 当 z 遍历 9 了 时 4 的 元 素 个 数 的 极 大 值 ， 设 U0 是 
9 的 子 集 , 当 z EU 时 , 4; 正好 有 4 个 元 素 . 我 们 断言 0 是 开 的 . 


设 a€EU 和 As== wi, :~*, wag}. 令 8 < 一 max wi 一 wil, 今 
rg 


只 要 证 明 当 z 在 4 的 邻近 时 , 4 站 {w ECllw 一 wil <s}z $%， 

i 一 1,**., 9。 出 假定 4; 是 的 型 如 (x,w) 的 奇异 点 集 ， 由 赴 

理 2 立刻 推 得 4 站 {weECllw 一 wil < 过 518,i=1,..., 4. 
对 gEUVU, 设 4, 二 {wi(z),，"……, wal(zx)1, 再 令 


» 


g(x) = [TE (wj — wo) ). 


我 们 断言 g(x) 是 在 局 上 全 纯 的 。 要 证 明 这 点 , 今 设 aEU 和 z 是 
在 " 邻近， 设 s 过 二 max |wi(a) 一 wi(a)|， 对 每 个 ; 和 。 邻近 
的 x, 令 wi(z) 是 4。 的 适合 jwi(s) 一 wi(a)| <s 的 元 素 , 对 
邻近 < 的 z, 我 们 能 应 用 定理 3 于 wi(x); 因此 wi(z) 是 对 < 邻 
近 的 xz 是 全 纯 的 ,因此 推出 8 是 在 口上 全 纯 的 . 

设 dp € U, a a € (8U)f 0Q. 由 假定 Wi( ay) € kK, 故 有 一 
子 序 列 {vj ,使 wd,)— w;€ kK, 2 一 1，2，- 4d。 因为 4 是 
闭 内 ( 见 定 义 1 后 的 注 )， 故 (a， wi)E ASI= 1,***, Ai。 因为 
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a 《UU， 政 必 有 wi 一 wj 对 某 些 ? 关 了 成立。 因为 每 个 wj(z) 在 
U 上 显然 是 有 界 (注意 wi(z) EK), 由 此 得 到 g(a4w) 一 0; 当 
8 一 co 。 这 一 点 对 任 一 序列 4, 一 4 均 成 立 , 改 有 g(a,) 一 0; 当 
» 一 co。 因此 由 Rado 定理 (定理 1), 在 8 上 定义 函数 h(z) 

hz — {8 z€U, 


0 >» zEQ—U 
是 在 O 上 全 纯 的 .进而 有 0 一 已 一 {ze 01hCx) 一 0) 是 9 内 的 
一 个 解析 集 
对 xEUVU, 定 义 


P'(z,w) 一 [TC — wi(2)) = we + qi) wr tt + pz), 
”这 里 ks) = (—1) 2 wl) “wik(z) 是 {wi(z)》 的 


1€i1 < “ef 天 9 


初次 等 对 称 函 数 。 四 于 w(x) €E KK, 故 pr 是 在 U 上 有 和 宽 的 ， 进 
一 步 有 px 在 U 上 是 全 纯 的 ( 见 前 面 8 是 全 纯 的 证 明 )， 因 此 ,由 命 
题 2, 存在 有 9 上 的 全 纯 函 数 gx, 它 在 0 上 的 限制 是 px。 

设 Plzs, ww) 一 we 十 gpi(z)as 十 … 十 alz)， 如 果 (4%， 
w)EQXC 和 P(xz,w) 二 0, 则 w EK.， 显然 的 , 当 z EU 时 ， 
则 4: 一 4w€ClP(z,w) 一 0}， 从 是 在 8 中 币 的 ,得 到 

AC{(z,w) EQ XxX ClPGz,w) = 0 
有 反之; 如果 (z,w)EQXC 和 Pl(z,w) 一 0, 则 wekKCD。， 如 
果 z, 一 2z; zs EU, 则 有 ws,€C,P(zs,, wy) 一 0, 且 w,->w。 由 
于 (zs, ws)€ 4:, C4 和 4 是 闭 的 ,; 故 (x, w)E 4, 所 以 
A={(z,w)EQ x ClP(s, w) = 0}. 

定理 4 设 政 是 C”! 中 的 一 个 开 集 和 子 集 4CWV, 使 得 

(a) 对 Va= (4a, ***, dr+) EW, 有 一 个 邻 域 Q x DD; 
GCC D={|yC—an|l 二 pj CC 和 pp>z0, 使 对 Vz€EQ， 
集合 {w € Di(z,w)€ 41 至 多 包含 有 ?个 后. 

(b) 有 一 个 在 WW 一 4 上 的 全 纯 函 数 f， 它 在 4 的 每 点 都 是 
奇异 的 ， 则 4 是 多 的 一 个 解析 子 集 . 


* 2% 


i -tt 
i 玫 二 人 


证 设 aeW 和 9 xD 是 (a) 中 所 指 的 的 邻 域 。 今 帮 
虞 {weEDICa, w)E A} 一 fo to 一 (do)、， 设 
0 之 + 过 p, 使 得 fa}x{wilw 一 zonl = 二 7+} 站 4 二 $$，。 则 对 充分 
小 的 8, 和 集合 Iz 一 o| 志 8, yy 一 5E5 委 | 一 4 委 7 十 8 与 4 
不 相交 如果 P={zéCllz 一 ol<=gs}, D={wéeCllw 一 
ai <r 十 sj 则 4 站 (P x Do 在 D 上 的 投影 是 包含 在 忆 的 
紧 致 集 {o|i|jzw 一 art 委 了 之 中 改 由 命题 35， 存在 有 了 上 的 
”全 纯 函 数 gi,…, pa; 9 < 委 罗 使 4NM(PX Do) = {(x,w)EPx 
Dolwa 十 Cz)we7! 十.… 十 poC 一 0}， 则 显然 4 是 一 个 解析 
集 . 

关于 解析 集 的 结果 请 参阅 [16], [20]， Hartogs 在 [14] 证 月 
了 定理 3. 

Rad6 定理 的 一 种 形式 可 见 之 于 [26], 它 在 复 分 析 上 的 用 途 是 
“由 H. Behnke 和 :有 .Stein 发 现 的 ， : 

在 命题 5 中 ， 我 们 假定 了 集 4: 内 点 的 个 数 作为 x 的 函数 是 
有 界 的 。 对 进一步 的 推广 ,这 个 假定 是 否 是 本 质 的 还 是 未 知 的 。 
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第 5 章 
有 界 域 的 自 同 构 


Cartan 唯一 性 定理 。 

讽 @ 是 心 中 的 一 个 开 集 ， f = (f,, “， ,fm): @ 一 0" 是 一 个 
映照 。 我 们 称 f 是 全 纯 的 ,如 果 每 一 个 f; 是 全 纯 的 , 1 专 j 志 m. 

定义 1 设 0 是 C' 中 的 一 个 连通 开 集 ( 域 )。 全 纯 映 照 1:0 一 
8 称 为 (解析 ) 自 同 构 ， 如 果 存 在 全 纯 上 映照 8:0 一 8, 使 得 gof 一 
id, fog 一 id (id 是 8 的 忆 等 映照 ). 

注 ”在 本 章 末 尾 我 们 证 明 的 Osgood 的 一 个 定理 表明 9 到 它 
自身 之 上 的 一 个 一 一 的 全 纯 映 照 是 一 个 自 同 构 ， 

设 刀 是 C" 中 的 一 个 有 界 域 ,我 们 以 Aut(D) 表示 了 D 的 自 同 构 
的 集合 ， 对 映照 的 复合 运算 ，Aut(D) 是 一 个 群 。 我 们 在 Aut《D) 
上 5| 进 拓扑 如 下 。 : 

设 KCD 是 紧 致 的 ,U 是 包含 于 思 的 开 集 ， 则 当 玉 遍及 DD 的 
紧 致 子 集 、 品 遍及 开 集 时 ,集合 {ee Aut (D)loCK) CU} 遍及 
Aut《(D) 的 拓扑 的 开 集 基 . 这 个 拓扑 有 一 个 可 数 基 ， 它 由 集合 
{o € Aut (D)Io(K,) CSC U,} 组 成 ,其 中 {Up} z… 是 台中 开 集 的 
可 数 基 , {kK,},a, > 是 紧 致 集合 的 序列 , 它 使 {K,} 对 DD 组 成 一 个 
开 集 基 ,. 序 列 {0,}CAut(D) 收 敛 的 充 要 条 件 是 ov 在 DD 的 紧 致 子 集 
上 上 一致 收敛 于 一 个 元 素 o€ Aut(D)， 而 且 , Aut (D) 是 Hausdortf 
空间 ,同时 又 是 一 个 拓扑 群 [映照 (cr) > oor 是 连续 的 ]. 

命题 1 (H，Cartan) 设 D 是 CC” 中 的 有 界 域 ，f: D 一 >D 是 
”全 纯 映 照 。 假 定 存在 a€ D 使 得 人 Ka) = a。 设 f 在 4 的 齐 次 多 项 
式 的 级 数 展 式 有 形式 

f(z) 一 xz 十 Ps 一 a) 十 ……。 
这 里 Pi 是 = 个 分 量 的 行 向 量 而 每 一 分 量 是 & 次 齐 次 多 项 式 ， 
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则 f(z) 二 z. . 
证 我 们 可 以 假定 a = 0. 设 D 包 含 于 多 圆柱 {z|1z;| 过 R} 
之 中 (由 于 D 有 界 , 这 种 R > 0 是 存在 的 )。 如果 FF 是 映 DD 到 其 目 
身 之 中 的 一 个 全 纯 映照 ，F (zx) 一 《Fi, …,F,), 同时 
7 F(z) ~ Pao” (as = (al, ,ot)€C’) 
是 关于 0 的 Taylor 展 式 ， 则 由 Cauchy 不 等 式 ( 第 1 章 命 题 3)， 
我 们 有 |as| 三 Ro"1, 这 里 P > 0. 使 得 {z EC"||zj| 二 po}SD. 
现在 考虑 了 的 不 次 迭代 从, 其 定义 为 二 了 拓 二 ff 假 
定 f(z) 半 xs。 令 人 是 最 小 整数 使 得 有 
f(g) = z+ Py(z) 十 …，PhGz) 二 10. 


对 不作 归纳 法 , 易 见 有 


f*(z) 一 z 十 APvw(z) 十 … 


由 于 失 是 D 到 其 自身 内 的 一 个 映照 ,由 上 述 可 知 , APw(s) 中 的 系 


数 的 绝对 值 都 和 Rp-*， 由 于 《是 任意 的 ,这 表明 Pw 三 0, 矛盾 . 
圆 形 域 的 自 同 构 
定义 2 有 和 扼 域 了 SC 称 为 回放 茂 ， 如 果 对 >*EDD 和 66ER 
有 ez 6 站， 
命题 2(H. Cartan) 设 D 是 C" 中 的 圆 型 域 ， 
fj = (fi,**…， fn) E Aut(D). 
假定 06 同时 fC0) 一 0， 则 每 一 个 ;都 是 线性 的 , 即 
f(z) = aijgl + 十 anign oij EL. 
证 对 任 一 全 纯 上 映照 8:D 一 D， 我们 用 dg == (dg). 表示 
由 下 式 给 出 的 C" 到 其 自身 之 中 的 线性 映照 : 
(dg ) (Vay, Vs) = (Ws, Wa,), 
Wi 一 S00) V;, gg = (8, 8) 


设 0€R,， Ke E Aut(D) .表示 上 映照 x 一 ex, 则 Ke 的 雍 计 是 K.o, 
设 p 是 f 的 逆 , 令 8 一 K_oopoKeof， 由 于 Ke 和 都 保持 原点 不 
变 , 所 以 K-o 和 9 亦 然 , 我 们 求 得 

dg 一 0KE_oodoodKood1f， 
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现在 4Ke 一 esid， 是 C" 到 其 自身 之 中 的 一 个 线 福 映照 并 与 Cr 
的 任 一 线性 映照 可 交换 ，, 因此, dg 一 (4K-oodKe)o(dqpodf)， 显 然 
由 于 dK_oodKe 一 id. 一 dpodf， 所 以 dg 一 id 同时 g(0) 一 0。 
因而 8 在 0 的 齐 次 多 项 式 的 级 数 展 式 有 形式 

CD 一 xz 十 PCD 十 …- 
所 以 由 命题 1 有 g(xz) 三 z， 这 对 所 有 0 ER 就 有 

Kooj 一 foKoe. 

因此 , 若 一 (大 ……, 思 )， 我 们 有 (es) 一 ei9f; (2). 如 果 
fi(z) 一 名 aaz", 我 们 推 得 对 所 有 0 € RR 有 


既 
eao = eea Ey. 


这 表明 如 果 |c| < 1, 就 有 os 一 0， 命题 得 证 . 

定义 3 全 纯 映 照 f:D 一 D'，DCC”, D'CC” 称 为 正常 的 ， 
如 果 对 任 一 紧 致 的 K' CD', 集合 f!(K') 在 D 内 紧 致 . 

注 显然 , 域 D 的 自 同 构 是 正常 的 。 而 且 , f:D 一 D” 是 正常 
的 充 要 条 件 是 对 任 一 在 D 内 无 极限 点 的 序列 {z,} C D, 序列 
{f(z,)} 在 D’ 也 无 极限 点 . 

现在 我 们 将 看 到 如 何 利用 这 些 结果 去 决定 一 个 多 圆柱 的 所 有 
自 同 构 . 
命题 3 设 DD 一 {z€EC*||z;| 二 1}， 则 对 任 一 f& Aut(D)， 
存在 整数 从 1 到 7 的 一 个 置换 pp:(1，……，2) 一 (1,.…, 7), 实 数 
0,,，.., 9 有 ,以 及 复数 %%，………，as，|1ojl 二 1, 使 得 有 


f(z) _ Gu Zp() 0 J iOn Spln) 一 Cn }: 
] 一 .spa) ] 一 Gngpen) : 
证 令 oa) 一 全 二 生 ,， 如一 中 ,|a| < 1， 则 对 
] 一 52 1 一 an2p 


lo 二 1 有 os€ Aut(DD), 同 时 对 so €D, 有 oz(z0o) 一 0， 因而 将 

f 换 为 0.of，a 一 C0), 我 们 就 可 假定 0) 一 0。 下面 我 们 证 明 

如 果 人 0) 一 0, 则 / 
j(z) 一 (人 ezpo) : ? Cgpln))e 
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由 命题 2, 如 果 f= (f,, “3 六 )， 我 们 有 


f(z2) 一 >, aot2j> Ap EC, 
j=1 


而 且 ,如 果 |z| 之 1, 则 1h(2)| 二 1 (因为 KD) c D)， 因 此 ， 
如 果 选 取 Ti 一 je 司 ， 其 中 GR 一 | ak e wi, 对 r 二 1， 得 到 


2 aki | < 一 ， 对 任何 + 二 1, 
此 即 


(D) 3 [ad <1 


对 给 定 的 j, 现在 我 们 考虑 序列 z 一 (0，…, 1 一 二, …， 0 ) 这 
里 第 j 个 分 量 是 1 一 一 而 其 余 是 0。 由 命题 3 后 面 的 注 ， f(z,) 
的 每 一 个 在 C" 中 的 极限 点 在 9D 上 . 由 于 

Fas) = (1 — i) (op oo 一 (oo 
我 们 可 以 断定 后 一 点 是 在 8D 上 ,此 即 


,max ad| 一 1 一 1 


设 1) 使 得 ary 一 1， 由 上 面 的 (1 ), 对 ;二 2， i n 有 
at, 一 0. 设 《(2) 使 得 |axo,2| 一 1， 则 《(2) 半 《1) 《因为 
ak ,2 一 0). 同 时 由 (DD 对 7 六 2 有 atoy 一 0. 于 是 ,如 果 K(7) 
使 得 |ako,i 一 1 则 (RC1), AKCz)) 是 (,，…,n) 的 一 个 
置换 ， 同 时 对 ;: 关 7 有 axow,; 一 0. 如 果 z 是 我 们 刚才 构造 的 年 
换 的 逆 置 换 ,我 们 有 f(z) 一 ab pspt，|ak pm| 一 1， 证 毕 . 

CC 中 任意 两 个 关 C 的 单 连通 区 域 是 解析 等 价 的 ,这 是 Riemann 
证 明 的 一 个 经 典 定理 。 命题 3 使 人 们 知道 对 于 C"n > 1) 中 的 
域 ， 情 况 是 非常 不 同 风 ， : 

多 圆柱 和 球 不 解析 等 价 的 Foincare 定理 
命题 4 (PoincarE) 设 PP= {(zyz)cEC|z| 天 1 一 1)2)} 


以 及 了 3 一 4z6Cz 十 1 一 1 则 不 存在 把 己 酉 为 下 的 解 
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析 同 构 . 

证 ”由 于 把 P 的 任 一 点 上 映 为 0 的 P 的 自 疝 构 是 荐 在 的 ， 因 此 
只 票证 明 不 存在 同 构 f:8 一 了 使 得 人 0) 一 0 就 够 了 .假定 这 
种 同 构 存在 ， 则 映照 "上 > feogof" 是 拓扑 群 Aut(B) 到 拓扑 群 
Aut(P) 上 的 一 个 同 构 . 因此 , 关 Co 表示 拓扑 群 G 的 元 案 <。 的 连 
通 分 支 , 则 Aut(B)。 与 Aut(P), 是 同 构 的 .而 且 上 述 映照 诱导 了 
Aut《B8) 的 保持 0 不 动 的 子 群 G 到 Aut(P) 的 保持 0 不 动 的 子 群 
HH 上 的 一 个 同 构 。 因 此 G 同 构 于 Ho， 由 命题 3 可 得 ,任何 cEH 
充分 接近 于 <。 有 形式 
(1) (zi 2 ) 一 (eriizl， er )，D，0E 下 . 


< 1 < jo ie 1*) 二 
因为 对 |z < 12 二 sup|zacte 一 ge > 二 _ | 大 


此 只 (包含 上 述 形 为 (1) 的 元 于 ， 所 以 是 交换 群 . 另 一 方面 ，G。 
包含 所 有 形式 为 z 一 4z 的 元 素 r, 这 里 4 是 2 Xx 2 的 西 矩阵 . 因 
此 2 x 2 的 西 群 0(2) C Ge 是 G, 的 子 群 . 所 以 Go 不 可 能 是 交 
换 群 因而 Ge 不 同 构 于 Hl. 
现在 我 们 证 明 Remmert 和 Stein 的 一 些 定理 ， 这 些 定理 表明 

在 ”> 1 个 变数 时 ,情况 远 为 复杂 . 我 们 从 一 个 引 理 开始 . 

正常 全 纯 映 照 

5l 理 1 设 0 是 CC" 中 的 一 个 连通 开 集 ， i， fm 在 0O 上 全 


纯 ， 假定 > fz) 上? 在 8 上 是 常数 , 则 者 是 请 数 . 
证 ”如果 中 在 8 上 全 纯 , 对 8 一 1，.…，2， 我 们 有 


lo Owp 9 (fp 35) ap gm -|.9z 
DzkODzxA Ozr0Oz, : Oz Oz. Oz Oz Ozh 


因此 ,如 果 A 常数 ,我 们 有 


0 一 NOP- a2l 


mp 


*) 原 书 此 处 误 为 “sup| zacins -zci| 之 1?。 -… - 译 者 注 
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因而 对 j 一 1 四 一 1， 有 5 一 0. 
Remmert-Stein 定理 和 这 个 定理 的 若干 推广 
定理 1 (Remmert-Stein) 设 DD 是 C7 中 的 域 , 令 姑 一 0 十 js 
my 12 > 0， 假定 存 在 一 个 点 a€ 8D 和 包含 点 4 的 开 集 U 二 UX 
0,, U; 性 Ci, 使 得 UND 一 D, X D,, Di 是 CQ2 内 的 连通 开 集 而 
月 D; 几 MU; 六 U,， 则 对 任何 m 之 1, 不 存在 D 到 超 球 


Bu 一 1 W)C" > wi <11 
内 的 正常 全 纯 映照 / : 
(注意 ,特别 如 果 D, = 二 D, Xx D, 且 有 和 界 ， 则 条 件 是 满足 的 ;我 
们 可 取 U 一 0”.) / 


证 没 f 一 (h,.…,fm) 是 D 到 B。 内 的 正常 全 纯 映照 我 

们 令 z 二 (8, w),， 5 EC%,，wEC%, 设 w,€ D; 而且 
ov > w € (0D,)f\ UD,. 

对 7 一 1 ……，m 隙 数 5F>fi(z, w,) 是 D, 上 的 全 纯 函 数 记 以 
9 而且 有 之 jp 四 和 1， 因此 ， 由 Montel 定理 (第 工 章 命 题 
6)， 存 在 子 序列 {v4} 使 得 在 D, 的 紧 致 子 集 上 一 致 地 有 9 一 
wj。 现在 ,对 任何 《e Di, {(5，ow)} 在 DD 无 极限 点 ， 由 于 是 正 
常 的 ,所 以 大 $， Cook (pi, va) “> Pm sx )) 在 B, 无 极限 
点 。 由 于 在 刀 有 于 |p;, m5)| < 1, 我 们 可 断定 


之 ， [9; (5)|? = lim 之 ， | gy;, siCC) | 一 ] ， 


对 所 有 5€ 疡 成立. 因此 ,由 5 理 1,， 9 一 稍 数 :1 一 1 
现在 如 果 5 一 (&，………， ba, ) 由 Weierstrass 定理 (第 1 章 命 
题 5), 有 
Ofi(Z, wy) __> 29， 一 
OLp 92s : 
因此 , 对 p 二 1, …:, ,如 果 w 趋 于 (68D,) mn 0， 的 一 点 ， 则 


He ©) 总 2 趋 于 0， 所 以 对 固定 的 《6 Di 函数 
p 


0, p=1,- Ji 。 


> w)/0ty, 大 w €D,;, 

0， 其 它 情形 ， 

在 U; 是 全 纯 的 《Rad6 定理 ,第 4 章 定理 1). 由 假定 U—Dx 
$$， 这 表明 


Of; . _ 
Br, 三 0 在 DD, XxD; 成 立户 ] ， 


因此 在 D 有 6/;/95s = 0，p 一 1 …， 所 以 在 集合 
D(w) = {w = ww, ww € D,} 

的 任 一 连通 分 量 上 ,映照 是 常数 .显然 De?) 在 D 不 是 相对 紧 
致 的 ,因此 f 不 可 能 是 正常 的 . 

定理 2 设 D 是 C” 内 的 一 个 域 , 令 2 二 1 十 10; ,12 之 0， 
假定 存在 一 点 a€ 8D 和 一 个 包含 a 的 连通 开 集 U 二 U, XU 
U;CC"i, 使 得 7nD == D, Xx D,, 这 里 U; 是 C”i 内 的 连通 开 集 ， 
而 且 访 站 本 半 杞 . 令 WV= WV XX.… XW 是 C” 内 的 域 ,位 
W,,………-，W 痢 是 C 中 的 有 界 域 ，(C” 的 点 我 们 记 以 《z，, w)， 
z EQ, w EC”,) - 
至 少 对 于 一 个 j, 1 委 j 万 m, 有 是 局 部 不 依赖 于 z 的 ， 此 即 大 
z= (gg,**…:， zn,)y 对 p=1,.…,n 有 ji/0z» 一 0. 

证 ”我们 需要 下 列 广义 的 Rad6 定理 ， 
(*) 设 (gw), 1 二 4 和 KK, 1 过 vy 过 1， 是 DCU 上 的 全 纯 函 
数组 成 的 矩阵 ,这 里 DD 与 U 都 是 C" 的 连通 开 子 集 , 同 时 

U 一 万 痊 少 . 

假定 当 ED，x 一 上“ 时 ,对 任何 5 《 (8D)NU 有 


1 大 
p(z) = || 之 ， | guslz) | —> 0, 


则 对 某 个 m, 工科 加 和 多 我 们 有 
qu 三 0, p= 1,.'.*,&, 
(*) 的 证 明 设 a€(8D)NMU，P 是 以 a 为 心 的 多 立柱 并 包 
含 于 U. 令 gEDNP, PEP 一 D, 同时 令 VCC 而 且 
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V= {ié€Clgt (8 — oa) €P}, 

V'= {i€Cle dt 48 — oc) EDNP}, 

设 / 

21) 一 bx 十 1408 一 a))， 1E 下 。 

了 是 连通 的 .我 们 令 
log s(14), 1267， 


A —{ i€EV—V., 

我 们 在 下 面 证明 % 在 V 是 次 调和 的 . 这 样 由 第 3 章 引 理 2 我 
们 就 得 到 在 V 上 有 三 一 0o。 此 即 对 ceEPnD, peU 一 刀 和 
41E€V 有 pla 十 AB 一 0)) 一 0. 显然 这 就 表明 在 DNP 有 p 一 0， 
从 而 在 D 上 也 有 pp 二 0. 

为 了 证 有 明 w 在 了 是 次 调和 的 ， 由 第 3 章 命 题 4 只 要 证 明 “在 
开 集 V”==V' 一 {4€V'|u(4) == 一 0} 是 次 调和 的 就 够 了 。 在 
V” 我们 有 


Ou : 
Cu -1 Ka 十 MB 一 o) 
8 一 之 二 og > | gu (a+ (8 一 c))| 


现在 如 有 果 六 ……， 帮 都 在 大 全 纯 而 且 不 同时 为 0, 则 我 们 有 


5 log > IACDIb 


大 、_ 大 
人 HKDP) {2 HOF 


_ ba Cenal |， 


由 Schwarz 不 等 式 , 上 式 之 0。 这 证 明了 我 们 的 断言 , 由 此 (*) 得 
证 . 
定理 2 的 证 明 设 {w,} 是 D; 的 点 的 序列 并 星 维 于 所 
tw" € (8D;) ND,. 
这 样 就 存在 一 个 子 序列 (wy? 使 得 如 果 pj, pC2) 一 f(z, ww ); 则 
{pj, ,在 疡 ,的 紧 致 子 集 上 一 致 收敛 到 函数 wj (Montel 定理 ， 因 


» 和 


ol 
dn 


WW; 有 界 ). 由 于 了 是 正常 的 , fx, w,) 的 极限 点 不 在 下 内 . 由 此 ， 
对 所 有 ze Di, 有 (gi(2),:…, pm(z))EOW, 令 
E; = {zx €D,|q9;(z) € OW,}. z 
则 UE; 一 D,。 由 于 每 一 个 Bi; 在 D, 显然 是 闭 的 ， 因 此 对 其 个 j， 
1 过 j 志 mm，E; 有 一 个 非 空 的 内 部 了 。 由 于 qj 是 了 到 8W; 的 映 
照 , 同时 一 个 非常 数 的 全 纯 函 数 是 到 C 内 的 开 了 映照 ， 这 就 得 到 gp， 
”是 常数 . 【注意 指标 i, 从 演绎 上 ，, 是 依赖 于 序列 {w,}, {ww} 的 .1 
因此 ,在 D, 上 有 6g;/6z, 圭 0,pv 二 1, ,1(z==(21, 21)). 
在 任何 情况 ,对 任意 序列 {w,} 若 趋 于 (8D,) 几 0, 的 一 点 ， 则 存在 
T > | 2 《2 wo)| 


j=1 v=1 | 


的 一 个 子 序列 趋 于 0。 因此 
/ II > 5 (gs， | 
当即 趋 于 (6D:)n D 的 一 个 点 时 , 趋 于 0， 由 (所 ) 我 们 有 : 
(**) 对 每 个 z € D,, 存在 j 一 j(z) 使 得 


pi(z, 一， > 名 Ofi Cz,w)| = 0， 


对 所 有 w & D; 成 立 ， 由 于 集合 
F;= {(z, zw)EDX D,|p;(z, w) = 0} 
是 闭 集 ,同时 UF; 一 D Xx D,， 因 此 至 少 有 一 个 F; 有 一 个 内 点 。 
显然 ,对 这 个 7, 在 D 上 有 
of 


(z,w) = 0, 2 一 上， .…., ni 


(由 解析 开拓 原理 ). : 
引 理 2 设 0 是 C” 内 一 个 开 集 ，、 之 2， 则 不 存在 8 到 域 
W CC 内 的 正常 全 纯 映照 ， / : : 
证 假设 引 理 中 的 正常 全 纯 上 映照 存在 并 记 为 个 。 设 a。€98 侧 


*) 此 名 为 译 者 所 加 - 一- 译 者 


e 02 ， 


hi ere el i i 


一 fa), 则 4 紧 致 . 令 gCz) 二 (f(z) 一 Ka))"',g 在 Q 一 4 
A 设 3 是 包含 4 的 以 9 为 心 具 有 最 小 半径 的 闭 超 球 (一 般 ， 
BY.Q)， 则 存在 so€ (88B) 门 4. 我 们 可 设 B 的 半径 是 1. 选取 0 
i 基 ， 我 们 可 设 zw 一 (0, …,0,1). 若 5 二 0 充分 

\s 则 集合 [a| = 6, 2; 二 z3 一 ‘z= 0, za Oo 1} 包含 
+ 9 一 4。 因此 , 若 e > 0 充分 小 ; 则 {lz| 委 8 十 s，| si 和 6， 
j 一 22 一 1 |zs 一 1| 三 8s} 也 包含 于 9 一 4, 所 以 g 在 此 
集合 全 纯 . 而 且 当 ?9 > 0 充分 小 ，8 在 集合 {ja| 志 5 十 8， 
zl 过,7 一 2,…, 7 一 1, zs 一 1 十 wm} 全 纯 ( 因 为 这 些 点 到 原 
点 的 距离 宕 |z,| 一 1 十 9 > 1, 而 B 的 半径 是 1). 因此 (由 第 4 
章 定理 2) & 能 全 纯 开拓 到 zo 的 一 个 邻 域 ， 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 
9 一 4 是 稠密 的 ,而 且 当 x 一 xz, 时 有 8 一 oo， 

定理 3 设 也 一 D Xx DCGC, Dj;CC 以 及 WV 二 W, X Wi, 
Wji CC 都 是 C 中 的 有 界 开 集 ， 令 1 = (4,f) 是 D 到 WW 内 的 
一 个 正常 全 纯 映 照 , 则 所 有 形式 fi(zp0), i 二 1, 2, 而 ?是 (1,2) 
的 一 个 置换 . 

证 由 定理 2, 若 xz 一 (ms)eC， 则 方 中 有 一 个 不 依赖 于 
z1s 也 有 一 个 不 依赖 于 x;:。 只 要 证 明 ; 不 可 能 都 不 依赖 于 zs 和 22 
就 够 了 . 但 是 , 们 如 若 所 不 依赖 于 zi 及 z; 则 所 为 常数 ,而 :DD 一 
W; 就 是 一 个 正常 的 全 纯 映 照 ,与 引 理 2 荐 盾 . 
定理 3 特别 应 用 于 DD 到 WW 上 的 解析 同 构 。 下 述 最 一 般 的 结果 
易 从 定理 2 的 推理 而 得 到 ， 

命题 1 设 D;, W; 是 C* 中 的 有 界 域 ,i 一 1,-**,k. 关于 
W; 有 下 述 假定 : | 

8W; 在 C” 的 一 个 开 集 中 不 包含 维 数 为 正 的 解析 集合 . 

令 一 (4,…', 人 是 D=DiX…XD4 到 WX…XW4 内 
”的 一 个 正常 的 全 纯 映照 ， 这 里 所 是 DD 到 Cr 内 的 一 个 映照 . 的 
点 z 记 以 (zz4)，2;€ CY， 则 存在 集合 (1,…,《) 的 一 个 
置换 以 及 正 弟 鼎 照 | 

gi: Di W 0), 
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使 得 
j=g XX.… Xx gi. 
命题 的 证 明 要 用 到 引 理 2 的 下 述 推广 . 
若 @OCC， 帮 CC (<2) 都 是 开 集 , 则 不 存在 98 到 了 瑟 
内 的 正常 全 纯 上 映照 ， 
对 于 这 后 一 事实 的 证 明 , 可 见 [20] 的 第 II 章 命题 10 及 其 推 
论 和 第 VI 章 命题 1 及 2. 
而 且 ,在 自 同 构 的 情形 , H，Cartan 证 明了 上 述 命题 的 下 述 推 
广 ( 见 [81). 
命题 下 〈(H，Cartan) 设 D 一 D, Xx D, 是 有 界 域 ,D; C CG"i， 
7 一 7 十 和， 1 这 0， 则 任何 f€ AutC(D) 属于 Aut(D) 的 单 
位 连通 分 量 就 有 形式 f= 一 Xf， fi€ Aut(D;). 
现在 我 们 证 明 一 个 基本 定理 , 它 又 是 HH. Cartan 作出 的 ,同时 
给 出 它 的 一 些 应 用 . 
Cartan 定理 Aut(D) 在 D 上 的 作用 某 些 离散 群 的 有 限 生 
成 
定理 4 (H, Cartan) 设 D 是 C” 中 的 有 界 域 ， 令 if,} CC 
Aut(D) 是 DD 的 自 闻 构 序列 ， 假 定 {jf,} 在 DD 的 紧 致 子 集 上 一 致 收 
全 于 一 个 全 纯 映 照 1:D 一 C*. 则 下 列 三 个 性 质 是 等 价 的 . 
C1) feAutD)， : 
(ii) f(D) ££ 0D, 


(ii) 存在 点 a。€ DD 使 得 jacob (eCe ) ) 的 行列 式 不 等 


于 零 ， 一 (fi “9 fn). 

我 们 需要 两 个 准备 性 的 命题 . 

如 果 f:0 -> C” 是 一 个 全 纯 映 照 ，a€ 9， 我 们 以 (of) 表示 
C* 到 C” 内 的 线性 映照 ,其 定义 为 


(df a wi, “", Vn) (zi ““” Wm )» 
其 中 


w=— Dr 5 )， 了 一 (有 pa) 


» 04 。 


和 


引 理 3 设 CC ,12 一 2” 是 全 纯 映 照 ， 假定 对 某 个 
so € Q 有 det(4f), < 0， 则 存在 4 的 邻 域 U 和 fa) 的 邻 域 V 使 得 
AKU)CV 以 及 fiU 是 到 VV 上 的 一 个 解析 同 构 ， 

这 是 我 们 没有 给 予 证 明 的 隅 图 数 定理 的 一 个 等 环 青 况 其 证 
有 明 , 例 如 可 见 [21] 第 1 章 ， 

命题 5 设 {1o 是 8 CC 到 C" 中 的 连续 开 且 照 序列 ， 假 
定 ,在 Q 的 紧 致 子 集 上 一 致 收 化 于 映照 :2 一人" 

假定 对 某 个 a€ 8, 是 p-9(e) 的 弧 立 点 ; 则 对 2 的 任何 邻 
域 0, 存在 一 个 » 使 得 对 bp 宇 v2， 有 (Co)6 p,(U). 

证 设 命题 不 成 立 。 我 们 不 妨 假定 Z 有 下 述 性 质 ”: 

U 紧 致 ，p(a) op) > 一 1 2， 

UN gp g(a) = {0), 
则 p(87) 是 紧 致 的 ， 同 时 g(a) 和 gp《(80)， 因 此 存在 pg(8U0) 的 
一 个 邻 域 了 以 及 以 g(a) 为 心 的 多 圆柱 P 使 得 
(*) PNV = $8. 
现在 如 果 » 充分 大 , 则 对 bp 之 yo。 有 ps(68U0) CV 由 于 ps 是 开 
映照 ,我 们 有 689p,(7) C gpg,(80). 因此 p,(U0) 是 在 CC? 中 的 一 个 
相对 紧 致 的 开 集 ， 而 旦 6q,《U)CV。， 现在 我 们 断言 当 »? 足够 
大 时 ，{6qp,(U)} 由 Pa (这 与 上 述 的 (*) 相 矛 盾 从 而 完成 证 
明 )， 由 于 g(a) EP 以 及 gg,(a) 一 g(a), 所 以 如 条 > 充分 大 ， 有 
ps(a)《P， 另 一 方面 ,由 假定 , p(a) 儿 psU)， 如 果 

{Op U)}NP = 区， 
我 们 有 
P= {pAU)NP}IUICC’ 一 p,(U) NP}. 
同时 上 式 右 端 两 个 开 集 都 是 非 空 的 [p,(a) 属于 前 者 ，p(a) 属于 
后 者 ] ,这 与 了 是 连通 的 这 一 事实 相 季 牛 .因而 
{689,(U)}NPX 8, 

命题 得 证 . 


*) 事实 上 ,所 述 性 质 对 茶 个 子 序 列 {gp,。} 成 立 ;不 妨 设 此 子 序列 就 是 {gs} .一 一 译 
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” 系 (Hurwitz 定理 ) 设 Q2 是 C"” 中 的 连通 开 集 , {f,} 是 2 上 
的 全 纯 函 数 序列 , 它 在 紧 致 集 上 一 致 收 化 于 全 纯 函 数 f。 如果 对 所 
有 ?及 zx 有 f(z) 送 0，, 而 且 不 是 常数 , 则 对 所 有 x€ @, 我 们 有 
1(z) < 0. 

证 设 z€ 20, f(a) 一 0, 令 P 是 一 个 小 的 多 圆柱 ,以 4 为 心 ， 
则 在 P 上 ,f 半 0 (否则 ,由 于 0 是 连通 的 , f 在 8 上 就 恒 为 0). 令 
bePp, 65) 半 0, 设 D= {14€Cla 十 X45 一 a)€EP}， 则 D 是 凸 的 ， 
因而 是 C 中 的 连通 开 集 . 令 p,(4) 一 (a 十 4(5 一 a)),p(14)== 
Ha 二 2 一 ca))， 则 p(0) = 二 0, p(1) = 和 5) 和 所 0, 因此 9 在 D 
上 不 是 常数 . 因而 对 充分 大 的 v, qs 也 不 是 第 数 ， 和 而 是 D 到 CC 中 
的 一 个 开 奥 照 (由 第 1 章 命 题 4). 由 上 述 命 题 5, 如 果 2 充分 大 ， 
有 (80) 忆 pgp,(D) 一 {0}, 矛盾 . z 

定理 4 的 证 明 (Gi) 过 > (ii),， 显然, (i) 全 《ii)。 设 Fe Aut(D)， 
a €D, 同时 8 二 了 €Aut(D), 我 们 有 

| g°f = id., 
因而 (dg)ywo(4f), 一 id., 所 以 (21 是 可 逆 的 . 

[ii) 之 (ii)， 如 果 (4f), 的 行列 式 不 等 于 0， 则 由 引 理 3, AD) 包 
含 f(a) 的 一 个 ( 非 空 ) 邻 域 ,因而 从 D)F6D，. 
[ii 全 (iii)， 显然 KD) CD， 因 而 如 果 (i) 成 立 , 则 f(D) 站 
D x 名 设 a ED 使 得 f(a) 二 5€D. 令 8, 一手 !', 同时 令 (vx 
是 一 个 子 序列 , 使 得 {8,} 在 台 的 紧 致 子 集 上 一 致 收 钱 于 8:D 一 
C" (第 1 章 命题 6 即 Montel 定理 ). 我 们 有 
8(2) = limfsx(f( a)). 

而 且 如 果 多 充分 大 ，、， 则 fj.《a) 逼近 于 大 ec)， 这 对 刀 的 紧 致 子 集 尔 
然 ， 由 于 万: 在 忆 的 紧 致 子 集 一 致 收敛 ,我 们 推 竺 

8(6) 一 lim fr foi 4)) = lima 一 4。 
因此 8(8) 一 aD,. 设 V 是 5 的 一 个 小 邻 域 .， 则 g(V) 位 于 D 的 
一 个 紧 致 子 集 内 部 ,所 以 存在 KK 在 D 紧 致 ,使 得 gu(V) CK ( 充 
分 大 ), 则 对 x EV ,我们 有 


* 066 。 


和 i 二 站 


大 8Cz)) 一 fmf(gs(*)) 一 下 户 人 BokCxD 7 一 x. 
(第 二 个 等 式 成 立 是 由 于 gyA(V)CK， 同时 fo 一 了 在 KK 是 一 至 
的 ,) 因 此 对 xEV 有 (adf)swo(dg): 一 1， 特别 对 ye gC《V) 有 
det((df),) < 0， | 
这 证 得 (ii)。 余 下 的 只 要 证 
(证 ) 之 (i) 函数 jp(*) 一 det(df,): 在 D 全 纯 同 时 在 D 的 紧 致 子 


集 一 致 收敛 于 j(x) 一 det(4f),， 而 且 如 果 ( 坟 ) 成 立 , 则 j(x) 兰 0， 
由 于 f€ Anut(D) 所 以 对 所 有 > 和 所 有 * 也 有 jCx) 疡 0 ( 见 


(已 之 (的 证 明 )。 如果 7x) 是 常数 , 则 j(x) 显然 不 为 0， 如 果 


i(#) 不 是 背 数 ， 由 上 述 命题 5 的 推论 , ji(x) 也 恒 不 取 0. 因此 不 

论 那 种 情况 ， 对 x* ED 都 有 i(x) 站 0。， 由 引 理 3,f:D 一 0 是 一 

个 开 上 映照, 同时 对 任何 x€D 是 f(x) 中 的 孤立 点 ， 从 命题 5, 得 

到 KD)CUf(D)= D. 

| 令 14} 是 4v} 的 一 个 子 序列 ， 使 得 gw 在 DD 的 紧 致 子 集 上 一 
致 收敛 , 则 对 .x € D，{f(x)}》 一 致 收敛 于 fCx) € D, 因而 就 在 D 

的 上 紧 致 子 集 内 ， 所 以 对 所 有 x《D 有 


g(fCx)) lim go furC*)) 一 克 。 


特别 ， 对 yeKD), 有 det(dg), 关 0， 因 而 重复 我 们 上 面 的 
论证 , 我 们 可 推 得 8&(D) C D, 所 以 对 任何 x € D, gbi《x) 在 DD 的 
紧 致 子 集中 . 因此 

Ce) 一 limfoaC graC*) )， 一 x， 


这 就 有 fog 二 id，gof 一 id.， 我 们 证 得 fe AutCD)， 

现在 我 们 给 出 这 个 定理 的 几 个 应 用 . 

命题 6 设 D 是 C" 中 的 一 个 有 界 域 ,， K, 工 在 D 紧 致 ， 则 集 
合 

GCK， 也 ) 一 \f€ Aut(D)If(RK)NL < 2} 
是 紧 致 的 ， : 
“证 . 设 {f,} 是 G(K, 工 ) 的 元 素 的 序列 。 通过 取 子 序列 ， 我 
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们 无 妨 假定 {f} 收敛 于 一 个 也 到 C 的 全 纯 喘 照 《Montel 定理 )， 
由 f(K)NL 六 ,所 以 存在 a,€ KK 使 得 f(a,) 一 56, EL， 如 果 
vr 是 一 个 子 序列 使 得 ax 习 a。 EK，6bw4 下 5EL(K,L 都 紧 致 )， 
则 有 a) 一 5, 因而 由 定理 4 有 6 Aut(D), 由 于 fCa) 一 2 所 以 
jE G(K, 上 L).。 由 于 G(K, 工 ) 中 元 素 的 任 一 序列 包含 一 个 子 序 
列 在 G(K, 工 ) 收敛 ,所 以 集合 G(K，, 工 ) 紧 致 ， | 

命题 7 设 D 是 有 界 域 , 则 Aut(D) 是 局 部 紧 致 群 . 

证 若 kK, LL 都 是 D 内 的 紧 致 集 使 得 KCL, 则 GCK, 工 ) 是 
单位 元 素 的 一 个 邻 域 ( 由 Aut(D) 上 拓扑 的 定义 ), 由 命题 6, 它 是 
紧 致 的 . 

定义 4 设 G 是 一 个 拓扑 群 ,和 是 一 个 (Hausdorfft) 拓扑 空间 ， 
我 们 称 GE 运算 于 X 上 ， 如 果 我 们 给 定 一 个 连续 映照 G Xx XX 一 义 ， 
(8, xz) 广 >8 .xz 使 得 ex 一 zx 对 所 有 x6EX 成 立 ;(8g8')x 一 g(g8'x) 
对 所 有 8g, 8'€ G, x€EX 成 立 . 

设 C 和 基 都 是 局 部 共 致 的 ,我 们 称 C 正 和 作 用 于 各 上 ,如 采 由 
(8g，xz) F> (gx, xz) 所 定义 的 上 映照 ，G X 戈 一 XXX 是 正常 的 ， 

如 果 G 是 离散 的 ,和 X 是 局 部 紧 致 的 ,我 们 称 G 不 连续 的 正常 作 
用 于 XX 上 ,如 采 对 任何 a€ 六 , 存在 4 的 一 个 邻 域 口 使 得 

{g EGIg(U NU x 2)} 
是 有 限 的 ， 

注 设 G，X 都 是 局 部 紧 致 的 ， 则 G 正常 作用 于 和 上 的 充 要 

条 件 是 对 任何 紧 致 集合 KK, 工 忆 X, 有 集合 
G(K,L)= {g€G|g(R)NL < 2)} 

事实 上 ,如 果 满 足 所 设 条 件 ， 则 任何 在 Xx X 中 的 紧 致 集 包 
含 于 形 为 K X 天 的 集合 内 ,KCX 紧 致 映照 (8g,x) 上 > (gx,x) 
的 KX 的 逆 象 恰巧 就 是 G(K, KK), 因而 紧 致 . 

反之 , 丰 上 映照 (g, x)H>(gx, xz) 是 正常 的 , 则 如 上 述 ,G(K， 
玉 ) 紧 致 ,同时 GC(K, 工 )CG6(A4, 4), 4 = KUL.. 

一 个 离散 群 G 不 连续 正常 作用 的 充 要 条 件 是 G(K, 上 )》 对 任 
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何 紧 致 的 天;， 上 CX 都 是 有 限 的 . 

命题 8 如 果 D 是 C? 中 的 有 界 域 , 则 AuxD) 正 常 作用 于 DL 上 .， 

这 由 上 述 注 及 命题 6 立即 得 出 . 

命题 9 设 子 群 TCAutD) 具有 离散 拓扑 ， 则 了 工 不 连续 正 
常 作用 于 D 上 的 充 要 条 件 是 为 Aut(D) 的 离散 子 群 【此 即 一 个 
离散 子 集 )， / 

证 ”如果 T 是 Aut(D) 的 一 个 离散 子 群 ，K, 工 在 PD 内 灼 致 ， 
由 由 命题 6, T(K,L) == {x ETIyY(KD)NL xX 2} 在 Aut(D) 内 相 
对 紧 致 .由 于 了 是 离散 的 ,因此 TCK, 上 ) 是 闭 的 , 它 紧 致 ,因而 有 
限 市 昌 是 了 的 子 集 ， 

反之 ， 如 果 工 是 不 连续 正常 作用 的 ， 而 KK, 工 在 DD 紧 致 ,KC 
L, 则 TCK, LL) 是 的 单位 元 素 的 一 个 邻 域 ( 因 为 T(K, LL) 包 
含 了 开 集 上 x U 在 映照 (>, *) 上 >(yx,x) 下 的 逆 象 在 T 上 
的 投影 ,这 里 U 在 DD 中 是 开 集 同时 KCUCDCL). 而 且 T(K,L) 
是 有 限 的 (因为 了 是 不 连续 正常 作用 的 ). 因而 了 是 Aut(DD) 的 离 
散 子 群 . / 

命题 10 设 D 是 C* 中 的 有 界 域 ,TCAut(D) 是 一 个 离散 子 
群 ， 设 D/T 是 DD 的 下 述 等 价 关 系 下 的 商 : x ~ y, 如 果 存 在 x ET 
使 得 yz 一 7y。 

如 果 D/T 是 紧 致 的 , 则 是 有 限 生成 的 . 

证 设 {U,} 是 在 D 内 相对 紧 致 开 集 的 序列 使 得 U, CC Uy,， 
UU, = 二 D， 设 x:D 一 DA 表示 自然 投影 ， 则 x 是 开 的 ， 所 以 
V, 一 x(U,) 是 在 D/T 内 开 的 ,同时 UV, = D/T. 由 于 V,CVpt， 
D/T 紧 致 ， 所 以 存在 ?使 得 Fe 一 D/T， 这 表明 D = UY(K)， 

”此 处 居 = VU， 在 D 紧 致 . z 
设 {…， 7Yx} 是 TT 中 使 得 yx(K)N 几 NK 关 2 的 元 系 组 成 的 ， 
很 清楚 ,x7! 也 是 一 个 7;, i 一 1,"…, NN。 我 们 断言 任何 x 《TT 能 
写成 形式 7 一 Ti yp 1 人 人 全 N. 

设 T' 是 由 {y1,*…, 7Yw} 生成 的 子 群 ， 由 于 7 六 Ety *!*， 
yn}, 1 委 i 魏 N, 所 以 了 是 积 yp 的 集合 . 者 厂 关 T， 令 
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一 了 一 T TT(K)- U,7CK), TI"(K)~ UV, 7"(K), 则 
由 于 TT 一 TUT” 和 Uy(K) 一 D, 我 人 有 T(K)UT”(K)=D. 


”进而 有 TT'(K)NT"(K) 一 2. 事实 上 ,如 果 Y'x 二 7 yz 7yE 天 ， 
Y' ET',y”ET”", 我 们 有 7y 一 zi7y 一 YYy”， 由 于 x,y€ KK， 
7 efy ss YN); 例如 7 一 xi 则 ”= 二 yr; ET 闻 慎 . 因而 
T(K) 与 T"(K) 是 不 相交 的 . 
而 且 ，{y(K)})yer 是 局 部 有 限 的 , 此 即 刀 的 任 一 点 有 一 个 邻 
域 U 使 得 ty ETly(K)NU < 2} 是 有 限 的 . 这 取 避 为 任 一 泰 至 
邻 域 就 行 了 . 因此 (CK) 与 T”(K) 在 DD 都 是 闭 的 . 由 于 DD 是 连通 
的 以 及 I(K) 关 好 ， 这 表明 T"(K) = 二 ,此 即 7 一 ,因而 
太一 了 命题 得 证 . / 
”现在 我 们 证 明 本 章 开 始 时 所 提 及 的 Osgood 的 一 个 定理 .我 
们 需要 秩 定理 ( 它 比 引 理 3 强 ). 其 证 明 见 [21] 的 党 1 章 . 
一 个 从 DCC" 到 C 内 的 单 全 纯 映照 是 一 个 同 构 
”特定 理 设 0 是 C? 中 的 开 集 ,1:8 一 C” 是 全 纯 上 映照 . 假定 
线性 映照 (af), 的 秩 是 一 个 整数 三 且 不 依赖 于 a€ 4， 则 对 任 
意 4a€ 0, 存在 < 的 邻 域 0， 做 o) 的 邻 域 了， 人 中 的 以 0 为 心 的 
多 圆柱 P 和 CC” 中 的 以 0 为 心 的 多 圆柱 以 及 解析 同 爸 xz:P 一 坟 
和 解析 同 构 v:V 一 8, 使 得 映照 vofow:P > 8 有 形式 (za，……， 
zx) 一 (za zt 0 0,)， 特别 ， 若 & < 2， 则 不 存在 6 9， 
区 得 < 在 矿 /Co) 更 立 ， 
定理 5 设 2 是 C 中 的 开 集 , f:0 一 0 是 一 个 单 叶 全 纯 映 
照 ， 则 f 是 8 到 C? 中 一 个 开 集 8 上 的 同 胚 ， 而且 逆 贞 照 广 : 
9' 一 9 是 全 纯 的 . : 
“证 我 们 可 设 0 是 连通 的 ， 我 们 首先 断言 存在 a&《 8， 使 得 
(qf), 的 秩 是 x (因此 detC(4f),) 关 0). 设 这 不 成 立 , 令 
kK 一 max{ 秩 (dD) <<2 


没 x eg 使 得 秋 df) 一， 则 显然 , 存在 x 的 一 个 邻 域 0, 使 
得 对 xe U 有 秩 (df); 之 丸 ( 由 于 外 是 最 大 的 秩 , 因 而 有 秩 (df): 一 
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一 4)。 由 秩 定理 ，x。 在 ff%。) 不 可 能 是 孤立 的 ， 因 此 ， 存 在 
x EU, x xo, 向 1x1) 一 f(xo) 这 与 f 是 单 叶 的 假设 相 予 盾 . 

设 4 二 {x € Qldet (adf); 二 0}。 由 于 xi~> det(4df); 显然 是 
全 纯 的 ,同时 正如 上 面 所 述 ,我 们 有 4 关 8, 因而 4 是 2 中 的 一 个 
解析 集合 , 8 一 '4 在 8 内 称 密 .如果 我 们 证 明 4 二 ,由 引 理 3 
就 立 得 定理 . 

设 a€ 8,P 了 是 以 4 为 心 的 一 个 小 多 圆柱 , PCQ, 则 8P 是 紧 
致 的 ， 因 此 K 二 人 6P) 也 紧 致 。 由 于 a 和 8P，f 是 单 叶 的 ， 所 以 
j(a)# kK, 令 V 是 以 f(a) 为 心 的 小 多 圆柱 , 了 NK== 2, 令 U= 
fj 《VP, 我 们 可 以 断言 映照 f:U 一 了 是 正常 的 . 事实 上 ,着 C 
在 到 紧 致 ， 则 广 (C ) 不 可 能 接触 到 8P (因为 存在 6P 的 邻 域 N 使 
得 RNIN V 二 9 ), 因而 在 P 内 相对 紧 致 .所 以 广 (CO)n 是 紧 
致 的 ， 

设 W=fU0 一 4)， 由 引 理 3, f:U 一 4 一 W 是 一 个 解析 
同 构 (W 是 C* 中 开 集 ). 设 g:W 一 U0 一 4 是 I(U 一 4) 的 逆 . 
令 p(z) 一 det((df),)，z EU， 则 Pp 在 U 全 纯 , U 站 4 = 二 {zx EUDU| 
yp (z) 一 0}. 设 gz) 一 det((4dg):)，xEW. 则 由 在 上 全 纯 ， 
由 于 在 灰 上 有 fog = id., 我 们 有 ， 

P(gCx) P(x) = 1, x EW. 

设 a€E (6WV) 人 站 V， 同时 x, EW, 当 一 00 时 有 x, 一 a， 则 
SCxzo) 一 三 (xz 是 在 已 的 一 个 紧 致 子 集 内 (因为 大 已 -站 是 正常 
的 )， 而且 g(x,) 的 每 一 个 极限 点 在 40 05 上 . 因此, 由 于 9 在 U 
上 全 纯 , 又 84n5 一 0 所 以 当 > 一 co 时 ,有 pgCz)) 一 0。 
汶 此 当 x* 趋 于 (68 殉 ) 人 7 的 操 时， 图 数 114 在 W 上 趋 于 0， 由 
Radg 定理 (第 4 章 定 理 1 ) ,函数 

1 /p(x), x€ W, 
7(x) 一 ta 0 ， EV WW. 
在 了 上 全 纯 , 同 时 B 一 V 一 一 {xEVIn(x) 一 0} 是 V 的 一 个 
解析 集合 , B 站 V， 因 此 W 在 了 稠密 .而 且 , 若 gg 一 (gi,*… ,8;)， 
gj 在 W 上 都 有 界 ， 由 于 UV CP 是 有 界 的 .。 因此 由 第 4 章 命题 2 
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(Riemann 开拓 定理 ), 存 在 一 个 全 纯 映 照 G:V 一 UC9 使 得 
GIW = g, 

则 由 于 foG17 = fog = id.(W 是 竺 密 的 ), 所 以 jeG 是 W 上 的 

恒 等 变 换 ， 这 证 明 (VD) = G 是 全 纯 的 ,定理 得 证 . 

Cartan 的 基本 定理 是 在 15] 中 〈 命 题 1 和 2)。 目 同 构 的 极限 
定理 是 在 16] 中 ,在 本 章 中 陈述 而 未 予 证 明 的 关于 有 弄 域 的 拓扑 积 
的 自 同 构 的 结果 可 在 [8] 中 找到 . 

关于 @CC" 到 C” 内 的 单 全 纯 上 映照 的 逆 的 定理 5 可 见于 
Osgood [23] 和 [23] 中 所 给 出 的 文献 . 

Remmert-stein 的 结果 可 在 [28] 中 找到 ， 他 们 仅 对 两 个 平面 域 
的 积 证 明了 定理 2( 及 命题 1 ), 因为 Rad6 定理 仅 直 接应 用 于 这 
种 情况 ,. 

有 关 结 果 的 一 些 文献 可 以 在 [1] 中 找到 。 
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第 6 和 革 
解析 开拓 : 全 纯 包 


一 个 C"” 上 的 域 的 S$- 扩充 

在 第 2 章 内 ,我 们 已 见 到 一 个 C” 内 的 域 上 的 全 纯 函数 的 存在 
域 能 构造 为 一 个 C* 上 的 域 ， 现 在 我 们 将 推广 这 些 结果 于 一 族 全 
纯 函 数 . 

设 5 是 一 个 集合 , 类 似 于 第 2 章 的 和 芳 虑 ,我们 定义 CC 上 的 全 
纯 函 数 的 S- 芽 的 层 OCS) 如 下 : 

设 U 是 C” 内 的 一 个 开 集 和 {jjseS 是 U 上 的 一 个 全 纯 函 数 
族 , 它 的 指标 集 为 8. 对 akC" 和 (UV, {f}), (V, {g:}); a€E DD， 
ac 了, 我 们 称 这 两 个 对 子 是 等 价 的 ,如 果 存 在 有 一 个 “ 的 邻 域 奈 ， 
WCUNV, 而 且 对 Vs€S, fj.|W 一 gs|W。 关于 这 个 关系 的 等 价 
类 称 之 为 全 纯 函 数 在 a 点 的 一 个 8- 车 . 我 们 用 BS) 表示 在 a 
点 的 5- 芽 的 集 . 令 O(5) 一 【J CS)， 我 们 有 一 个 自然 投影 

ZECY 

p 一 ps:O(S) 一 Cr*, 定义 为 pl(g) 一 a; 当 g《@s(S)， 定义 @(5) 
的 拓扑 如 下 ( 见 第 2 章 , 当 S 为 1 个 元 素 时 的 情况 ). 设 ge @,(5) 
和 (U,{f}) 是 g, 的 一 个 表示 . 设 gs 是 由 {f} 定义 的 在 bED 的 
S- 芽 ; 设 N(V, {fs}) 一 Ug. 集 NC(U, {f,}) 构成 gi 的 一 个 邻 


成 基本 系 。 如 果 在 第 2 章 一 样 ,我 们 能 证 明 下 面 的 引 理 : 
命题 1 映照 :CO(S) -> C" 是 连续 的 , 且 是 C(S) 到 C" 上 
的 一 个 局 部 同 态 。 进而 CS) 是 一 个 Hausdarf 空间 ，(C(S)， 
p， C”) 是 C" 上 的 一 个 非 分 支 域 z 
设 p:X>C"， :XX 一 C" 是 C” 上 的 域 一 人 轩 绪 隐 


有 一 个 令 右 U， sD 是 到 一 个 开 和 U'CX 上 的 同 区 ,而 有 ulU 和 
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(zlD) : 分 别 是 在 U 和 UV 上 全 纯 的 .如 果 加 上 ww 是 X 到 X' 上 的 
同 胚 ,我 们 称 « 是 一 个 同 构 (或 解析 同 构 ). 

如 果 wu:X 一 X' 是 一 个 连续 了 映照， 而 且 p'ou 一 p, 则 x 自然 
地 是 一 个 局 部 同 构 ， 

注意 第 5 章 引 理 3 的 推理 对 全 纯 上 映射 8 -> 0 成立 ， 

定义 1 设 训 :0Q>C" 是 一 个 连通 域 , SC 好 (90). 设 p:X 一 
C" 是 一 个 连通 域 和 pg:8 一 X 是 一 个 连续 映照 , 适合 poq 一 po。 
我 们 称 加 :天 一 9:2 一 X 是 pz:0 一 C” 的 一 个 5- 坟 充 ， 如 
果 对 每 个 f€ S, 有 一 个 FjéE BE(X) 使 Flop 一 J。 
这 里 娆 (9) 和 嫉 (X) 分 别 表示 8 和 XX 的 全 纯 水 数 所 成 的 
集合 ， / / 
注意 这 里 Fj 是 唯一 确定 的 (首先 在 p(9) 上 有 Fe 二 了 由 
解析 开拓 原理 ,在 X 上 亦 是 唯一 确定 的 ). 这 也 称 为 了 在 和 上 的 开 
拓 ( 或 扩充 )。 

定义 2 设 pp:0 一 C” 是 C? 上 的 连通 域 ，SC 嫉 (9). 一 
个 全 纯 5- 包 是 一 个 5- 扩充 p;:X 一 C”, p:98 一 X， 且 适合 下 列 条 件 
(*) 对 po:Q 一 CG” 的 任 一 个 $- 扩 充 p':X’' 一 C", gg':Q 一 XX', 有 
一 个 全 纯 映照 x:X 一 X, 使 得 p= pou,p 一 zxog 和 Fy 一 Fjou 
对 所 有 的 f€S 成 这， 这 里 Fj, Fy 分 别 是 f6S 在 X, X 上 的 扩 
订 ， 

注意 在 (*) 内 的 * 是 唯一 的 (因为 在 pg'(8) 上 是 由 方程 oq' == 
“所 决定 ). 

事实 上 ,只 需要 xsog' 一 9 在 一 点 成 立 就 够 了 ,而 在 Q 上 此 等 
式 成 立 就 只 是 一 个 推论 。 如 果 在 某 点 ee p(8) 函数 Fj}jes 分 
离 p7p(a) 的 护 , 则 方程 p = wcoqp” 是 (*) 中 的 其 他 条 件 的 推论 . 

注 ”如 果 全 纯 $- 包 存在 , 则 必 在 同 构 “意义 下 唯一 . 事实 上 ， 
设 p:X 一 Cp:QO>X,p:X C0 和 gq :0-~>X 是 两 个 全 纯 
S- 包 ， 则 由 定义 2 的 (*), 有 全 纯 了 映照 x:X 一 X 和 2:X 一 X 而 且 
p=pov,p = pu,p— uy, gg 一 gog， 则 xsorop 一 xp 一， 
故 wov 是 pg(8) 上 的 恒 等 映 照 , P(49) 是 在 中 开 的 ， 因 此 由 第 2 
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章 的 命题 5, 在 X 上 , uov 一 恒 等 ; 类 似 地 ,在 X 上, vow 一 恒 等 ， 
因此 x 是 X 到 X 上 的 同 构 ; p' 二 pox， mp 一 xzop'， 这 是 唯一 的 ， 

定理 1 (Thullen)。 对 任何 SC 多 (9), 全 纯 5- 包 存在 . 

证 对 任 一 po:8 一 C” 和 SCE (9), 我们 定义 0 到 2(5) 
内 的 里 照 p 二 p(po, 5) 如 下 . 设 a€E8 和 ww 二 pla)€EC"， 设 
U 是 4 的 一 个 开 邻 域 ,而 和 且 如 |17Z 是 到 开 集 UCC” 上 的 一 个 同 构 . 
设 gs 是 (Uo, {f,}) 在 a 点 定义 的 S- 荐 ， 这 里 f= so(po10)， 
ES. 令 pa) 一 8 

不 难 验 证 ?是 连续 的 和 pcqp = po, 这 里 p:@O(S) 一 C” 是 自 
然 投 影 。 特别 地 , 9 是 一 个 局 部 同 构 . 

”因为 2 是 连通 的 ,所 以 p(8) 亦 是 连通 的 . 设 X 是 B(5) 中 包 
含 p(9) 的 连通 分 量 , 且 仍 用 了 表示 p:OB(S) 一 C2 在 和 上 的 限制 ， 

我 们 断言 p:X 一 C” 和 9:9 一 X 是 9 的 一 个 全 纯 Sr- 包 ， 

首先 , 我 们 观察 到 对 每 个 se€ 5, 有 一 个 @(S) 上 的 全 纯 函 数 
F, 定义 如 下 . 如 果 ge (5) 是 由 《F，{g) 所 定义 的 , 令 
Fg:) 一 g;《z), 我 们 立即 可 验证 F, 是 在 BCS) 上 全 纯 的 ， 现 将 
这 个 F, 在 XxX 上 的 限制 仍 记 为 PR,， 现在 由 9 的 定义 , 推出 Fop = 
s; YVES。 这 证 明了 了 上面 定 义 的 p:X 一 C” 和 p:Q@ 一 X 是 一 个 
S- 扩 充 * . 

证 明 (*), 设 p:X 一 00 一 革 是 任 给 的 pp:8 一 C7" 的 
”一 个 5- 扩 充 , 故 有 op 一 加, 且 对 Vs€ 5, 存在 Fs € 如 (X')， 
使 :一 Fiog. 设 5S' 一 {Fi}ses, 设 w:X'->O(S) 是 映照 p(yp'， 
S') 《在 证 明 开 始 时 定义 的 )， 从 Fiog' = 二 5 和 prog' = po, 我 们 
有 9 一 woqp (局 部 地 Fsop 一 Fsog'og top 一 ro 的 人 )。 显 
然 的 , 一 pou。 歼 证 明了 (*), 所 以 定理 1 证 完 . 

全 纯 包 : 基本 性 质 

定义 3 如 果 po:8 一 C” 是 C" 上 的 连通 域 , 5 一 5 (0),s 
的 全 纯 5- 包 简单 地 称 为 8 的 全 纯 包 . 


*) 原 书 误 为 “这 证 明了 定义 1 中 之 (a)”, 下 面 的 证 朋 (*), 也 误 为 “证 明 (6)”. 一 . 
译 者 注 


命题 2 设 jp:0 一 C" 是 C" 上 的 一 个 连通 域 和 fe 如 (98), 

设 下 是 了 在 po:0 ->C" 的 全 纯 包 p:X 一 C*” 上 的 扩充 。 则 
{(9) = F(X). / 

特别 地 ,如 果 f 是 有 界 的 , 且 对 Vx 9， 1 < 一 M, 则 F 亦 是 有 

办 的 , 且 | F(x)| 一 MYVxeEX。 

证 从 1 一 Fop， 我 们 有 KGD)CF(X)， 假如 有 一 个 cE€ 
F(X) 一 1(90), 则 1/f 一 ce Et(9). 设 G 是 它 在 X 上 的 扩充 , 则 
GE 一 C) 是 1 一 人 f 一 cf 一 ce) 在 X 上 的 扩充 , 故 在 X 上 有 
G.(F 一 c) 三 1。 这 表明 对 VxeX 有 ,F(x) 关 c, 这 是 矛盾 的 . 

命题 3 设 po:0 一 GC" 和 pp:9 一 C" 是 C"” 上 的 两 个 连通 
域 , p: 和 一 C?” 和 了:X 一 C” 是 它们 的 全 纯 包 . 设 n:0 一 2 是 
一 个 全 纯 映 照 , 且 是 遍 部 同 构 。 则 存在 一 个 全 纯 映 照 , 和 :和 一 和 
使 得 下 图 交换 


OO_ >0 


| | | 
天 


大 一 -一 一 
这 里 p:9 一 X, 99 一 ”是 定义 1 中 定义 的 映照 . 

证 设 v 一 9'ou:0 一 X', 则 v 是 全 纯 的 和 局 部 同 构 ， 我 们 
必须 证 明 存在 #:X 一 X', 且 适 合 zog 一 v。 考虑 映照 一 pv: 
9 一 C?， 则 由 还 是 一 个 局 部 同 构 ， 如 果 5 一 《8'，:…,"), 这 里 
4i 部 是 全 统 的 , 令 为 四 的 Jacobi 行列 式 一 det (了 红 )。 这 里 
训 如 同 第 2 章 定义 5 中 所 定义 的 ; 当 1 是 9 上 的 全 纯 函 数 ， 风 


由 于 4 是 一 个 局 部 同 构 故 对 Vxe 9 有 (xs) 闪 0, 设 四 是 内在 
X 上 的 扩充 , 且 令 于 一 (到 …，8,)。 设 妃 是 ? 在 XX 上 的 扩充 


则 显然 有 日 一 det ( ,进而 由 命题 2, 对 V xe X 有 HCx)*0. 


因此 要:X->C” 是 一 个 局 部 同 构 ( 第 5 章 之 引 理 3), 而 且 Zog 一 上 ， 
现在 考虑 域 :8 一 C', py:X' 一 C* 和， 一 X， 令 8= 
s 7 和 * 
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{foulf EE 如 (0)} = {FovIFE F(X')}。 我 们 断言 p:X 一 
是 :0 一 CGC” 的 全 纯 5- 包 ( 见 下 面 的 引 理 )， 现 在 8 上 的 任 一 全 


纯 函 数 能 扩充 到 ”上 , 故 亚 :X 一 C" 是 %:9 一 C 关于 上映 网 
“pp:0 一 XX 的 一 个 全 纯 5- 扩 充 ， 从 p:X 一 C" 是 $y:0 一 C0 的 


全 纯 5- 包 ， 故 有 一 个 全 纯 映照 知 和 一 X 使 得 pot 一 歼 和 
zop 一 "。 这 就 证 明了 命题 . 

引 理 1 设 mm:9 一 C", ji:9' 一 C" 是 在 Cr 上 的 两 个 连通 域 
和 py:X 一 C",， gp':0 一 X' 是 六 :9 一 Cn" 的 全 纯 T- 包 ,这 里 
TC6Y (0). 设 w:9>0 是 一 局 部 全 纯 同 构 , 令 5 一 {fou|f€ T}， 
则 六 :X -> Cr，g9'ox:0 一 X 是 q,:0 一 C” 的 全 纯 S- 包 ， 这 里 
qo 一 poou. 

证 我 们 将 X' 等 同 于 OB(T) 的 某 一 个 确定 的 连通 分 量 , 将 
9' 等 同 于 在 定理 1 的 证 明 一 开始 构造 的 映照 pCps, 7)。 映照 
fF> fou 是 TT 到 5S 上 的 双方 一 一 映照 ， 故 我 们 可 以 将 CCT) 和 
OC(S) 等 同 起 来 。 立刻 可 见 gp(qo, 5)《9) C mp(p T)(8'), 所 以 
O(T) 一 CCS) 中 包含 p(qo，5)(8) 的 连通 分 量 就 是 X'. 

系 如 果 号 X 一 Cg:9 一 X 是 po:0 一 C? 的 全 纯 包 , 则 
p: 久 一 Cr 是 一 个 全 纯 域 ， 也 即 和 到 它 的 全 纯 包 的 自然 映照 是 一 
个 同 构 ( 见 下 面 的 定义 4). 

命题 3 的 系 设 加 :0 -> C" 是 一 个 在 C" 上 的 连通 域 和 

旋 : 大 一 人， Pp:0—>X 

是 它 的 全 纯 包 ， 则 对 2 的 每 个 解析 自 同 构 c ( 即 c 是 同 胚 ,而 且 o 
和 c-: 都 是 全 纯 的 ), 存 在 一 个 X 的 解析 自 同 构 6, 使 得 poco 一 5oy， 

证 ”由 系 2， 有 一 个 全 纯 映 照 5:X 一 X， 使 得 pec 一 fog. 
同样 也 有 一 个 全 纯 映 照 zr:X 一 X 使 得 poo-! 一 ropg。 也 即 有 
rodg 一 ropoa 一 go0 1o0 一 9， 所 以 在 p(9) 上 re6 = 恒 等 , 因 
此 在 X 上 ro5 一 恒 等 ， 类 似 的 for 亦 是 在 X 上 是 恒 等 映 照 , 故 证 
明 此 系 ， 

命题 4 设 站 :9 一 C* 是 Ce 上 的 连通 域 和 go:9 一 Cn" 是 一 
个 全 纯 上 映照 (相对 于 po), 且 是 局 部 同 构 . 设 p:X 一 C"，p:Q 一 式 
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和 9:Y 一 CN:G 一 YY 分 别 是 四 :9 -> Cr 和 gy:Q 一 C” 的 全 
纯 包 , 则 存在 有 一 个 解析 同 构 F.X 一 了 , 使 得 4 = Fog， 


证 设 x:2 一 @ 是 恒 等 映 照 。 由 命题 2， 存 在 全 纯 映 照 


F.X 一 了 , G:Y 一 区 使 得 出 = 王 Foy, q = 二 Gc， 则 
GoFog 一 Co 一 9, 
所 以 在 g(8) 上 GoF 一 恒 等 ， 因 此 GoF 在 X 上 亦 是 恒 等 映照 ， 
类 似 地 ，FoG 是 在 Y 上 的 恒 等 映 照 ， 
注意 ,除非 名 一 gqo, 我 们 不 会 有 p 二 qoF. 


系 设 pos qo» PP， 4 定义 如 上 命题 ， 册 op: :QO—>X 是 一 个 解 


析 辣 构 , 当 且 仅 且 %:2 一 了 是 一 个 解析 同 构 ， 


定义 4 设 po:0 一 C* 是 C* 上 的 连通 域 和 SC (0).。8 


称 为 是 全 纯 5- 域 (或 5 的 存在 域 ) ,如 果 @ 到 它 的 全 纯 5- 包 的 自然 


映照 是 一 个 解析 同 构 。 当 5 = 妇 (8) 时 ,8 简单 地 称 为 全 纯 域 。 


注意 由 上 面 的 系 ， 一 个 域 是 全 纯 域 的 性 质 是 与 局 部 解析 同 构 
po:Q 一 C" 无 关 (只 要 所 用 的 不 同 的 映照 相互 之 间 都 是 局 部 解析 
同 构 的 )， | 

引 理 2 设 如 :0 一 C” 是 一 个 连通 域 ，5 C (0)。 假如 
对 每 个 Jf€E5 和 VatéEN”, 有 DjES, 设 p:X 一 C', gp:0 一 X 
是 po:0 ->C” 的 全 纯 5- 包 ， 则 2 是 单 的 , 当 且 仪 当 对 Vaet 9, 5 
分 离 加 'po(4) 的 点 ， 

证 我 们 将 XX 等 同 于 2(5) 的 一 个 连通 分 量 ， 将 等 同 于 定 
理工 证 明 中 的 p(po, 5)， 显 然 ? 是 单 的 , 当 且 仅 当 下 列 事实 成 立 : 

设 6, bE pr《a), a€ po(Q8)，5 关 5b 并 设 U,UV' 分 别 是 45,2 
的 邻 域 ， 而 且 pol0 = qo, polV = qo 是 U 和 UV' 到 以 4 为 心 的 一 
个 多 圆柱 了 上 的 同 构 ， 则 有 一 个 f€ 5, 使 得 在 P 虐 有 foqi! 鞭 
foqo!。 这 当 且 仅 当 有 一 个 a€ N, 使 得 

(Df)ogs'(a) A (Df)ogo (a), 
由 此 推出 引 理 , 

系 1 如 果 3 一 经 (9)， 则 如 果 9 是 单 的 ， 则 经 9) 必 分 

离 Q@ 的 点 。 
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证 设 志 一 (pi,……, 因 )， 这 里 页 6 多 (9) 设 w62， 
且 4 关 4 ， 如 果 加 (a) 一 pc 由 引 理 2 必 有 f€ 5, 使 f(a)A 
ea’)， 如果 pola) 闫 pola'), 则 有 一 个 方 1 委 j 委 2 使 

z pi(a) # pila’). 
系 2 如 果 p:X 一 C" 是 加: :0>0 的 全 纯 包 ， 则 EL(X) 
分 离 生 的 点 。 人 < 鸡 

“例子 : 一 个 C* 内 的 域 的 全 纯 包 不 得 誉 C" 内 ;一 个 不 在 C"” 内 
的 域 的 全 纯 包 可 以 在 C” 内 . 

例 我 们 将 给 出 一 个 例子 ， 说 明 在 C” 上 的 域 的 这 种 考虑 是 
必要 的 ;有 在 C" 内 的 域 ， 它 的 全 纯 包 不 再 在 ， C" 内 ， 下 面 的 例子 是 
H、Cartan 给 出 的 。 

设 (sy WU)EGC 2=x+ iy 设 

Q = {zw) EC —4<x<0, lwv| <= ee"}, 


Q;— {(z, EC Sx Z4,e < wl < 1}, 
令 9 一 QU9， 则 9 是 C" 内 的 连通 开 子 集 ，' 设 如 :9 一 C 是 
映照 po » 1 ) 一 (exp (iz )， tw), 则 po 是 时 的 ， 因为 如 末 po(2, 
w)= poz, Ww ), MR w= w Imz = Imzs’, Rez’ — Res = 2ka) 
keZ。 假如 Rez < Rez’,( 即 之 1)， 则 从 Rez 二 4, 得 到 
Rez’ 一 4 一 2z (由 (z, wv)，(z', WwW )Eag, 故 上 必 有 Rez’ > 0)。 今 
无 妨 认 为 二 1, 则 有 


eVRes’ < |w| < ee, 


比 即 ， 
c stm < {wl < ex; x 一 Rez, 
从 X > 一 4，XY 十 Zr 一 2， 所 以 特别 地 有 有 
~ 去 < ce 人 和， 
这 是 死 瓷 的 . 


现在 如 果 了 在 9 内 全 纯 , 则 上 了 能 展开 成 一 个 级 数 
f(z, w) >, av(2) uw", 


它 在 9 的 紧 致 子 集 上 一 致 收 令 。 如 采 对 Rez 二 0 的 固定 zy 则 


。 79 。 


w>f(z,w) 是 在 w 二 0 的 邻 域内 全 纯 的 。 因此 a,(2) 天 外， 
z€0, v2 < 二 0， 因 此 


f(z,w) 一 >) ale) wr, 


因为 这 个 级 数 在 2 的 紧 致 子 集 上 一 致 收敛, 它 一 定 在 X 一 QUO 
的 紧 致 子 集 上 一 致 收 伍 ， 这 里 8; 一 {0 志 x* 志 4, lw| 二 1}. 因 
此 p:X 一 GC; px， 信人 kexzp(iz)，2w) 是 pp:9 一 全 的 一 个 
2 (9)- 扩 充 . 但 是 乡 不 是 单 的 (例如 太一 ze) 一 (re ))。 
这 立刻 推 得 全 纯 包 有 同样 的 性 质 [ 实 际 上 zz:X 一 CC 是 庆 :9 一 人 
的 全 红包 ]。 
另 一 个 这 样 的 例子 如 下 ， . 
设 妨 王 人 zcEClRez 二 0 和 9 一 中 X CCC, 设 
9: 一 Q 一 [Ge w) EC||z + 3|<?2, Iwl 和 2}， 
9 一 0.U{(z， eCllz—3| 一 1 ol <1). 
设 po: :9 > C" 是 映照 (#; w) 上 -> (#7, w). 从 第 2 章 的 结 采 ， 易 
于 推 币 09， 上 的 任 一 全 纯 函 数 能 开拓 到 8, 上 ,和 (x,w) 上 > ;WwW ) 
在 QUi{(z,w)EC|l|z 一 3| 过 1,jw| 二 1} 上 不 是 单 的 ， 
下 面 我 们 将 证 明 有 这 样 的 C" 上 的 域 pp:0 一 C",， 它 的 po 不 
是 单 的 , 然而 它 的 全 纯 包 的 投影 p; X>C 依然 是 单 的 。 为 此 我 
们 将 需要 下 面 的 定理 . 
设 po: :GC 是 0” 上 的 连通 域 ,我 们 称 这 个 域 是 一 个 Rein- 
hardt 域 , 如 果 下 面 所 叙述 的 事实 成 立 。 
有 一 个 给 定 的 ao€ 8， 上 且 (Ceo) 一 0《 称 为 8 的 原点 ). 
设 T? = {(6 5) EE C5 | 一 1 | 一 1 对 每 
个 EET", 给 定 一 个 @ 的 解析 自 同 构 cx, 对 V5E T” 其 适合 
Por0r 一 bopo 和 oc(a0) 一 U0. 
这 里 topo(*) 一 (tpi(x), “**， CapaC%)); 如 果 
polx) = (p(x),***, pr(*)), 
立刻 可 验证 oroar 一 arorr (这 里 “ol 一 (51 *, Lnbr)， 当 
:一 (0 和 六 一 (各 总))。 进而 能 证 明 由 (《， 


0 
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+) >o.(x) 定义 的 Ta x 0 一 9 的 映照 是 连续 的 . 
三 这 些 假设 下 ,我 们 有 
命题 5 对 Vie & (0), 有 一 个 震级 数 之 ， coT “使 得 


aeN” 


1(%) 一 > ca(polx)) 9 


而 且 此 级 数 在 8 的 紧 致 子 集 上 一 致 收 纹 ， 
证 ”这 个 证 明 本 质 上 与 第 2 童 的 定理 2 相同 。 设 a€8 和 U 
是 。 的 一 个 邻 域 ,而 且 证 17 是 一 个 到 以 poCa》 为 心 的 多 圆柱 P 上 
的 同 构 。 对 xeztj， 设 po(x) 一 (zxzo) 设 本 ii 
1 和 << 之 … 二 计 人 2 是 polx) 中 那些 坐标 为 0 的 分 量 。 如 所 
CET?, 令 一 (5 bz), 这 里 5b 一 56) 当 了 天 to， 尹 一 
1,... ,kK, 和 2; 一 1; 当 1 一 1 1 则 (Cxis ** ,Cnrn) 
(5 ;所 以 >0c(x),，5>o0(w) 是 映照 5 上 > 
“op(x) 的 两 个 提升 , 从 它们 对 “一 (1，……，1) 时 是 相同 的 ， 推 
出 oc(x) 一 ar(z) 对 所 有 的 “6T” 成 这 。 
现在 我 们 证 明 ,如 果 T(w) 一 人 {ocCx)}, 则 polT"(x) 是 单 
的 。 事实 上 ,如 果 po(or(%)) 一 CC Ce 员 则 有 
Copolx) 一 人 opo(z)， _ 
因此 5po(w) = po(x), 再 从 如 和 关于 mn …， 站 的 坐标 是 相 
等 的 ,得 出 了 一 ww。 因此 
orz(x) = or(x) = om(%) 一 On(Cx)。 
易 知 T"(x) 有 一 个 邻 域 N, 使 po|N 是 单 的 ， 因此 如 果 上 面 
的 也 取得 充分 小 , 则 pol \ oc(U) 是 到 \ CoP 上 的 一 个 同 构 . 
而 人 CoP 是 一 个 型 为 (eco ~ [ailR } 的 集 。 因 此 对 Vfé 


2 (0), 有 一 个 级 数 之 4 coT" 使 得 > jc ‘(pole)) 7 在 4 的 邻 域 内 


`*) 原 蔬 为 “xk 0”。 一 一 译 者 注 


是 一 臻 收敛 于 f 的 。 如 同 第 2 章 定理 ? 的 证 明 一 样 , 可 进一步 证 
明 ,有 一 个 级 数 > ， ce(ps(*))” 是 在 9 的 任 一 紧 致 子 集 上 收敛 于 


f(x) 的 。 如 果 在 原点 a。€ 8 的 一 个 邻 域内 观察 这 个 级 数 ,我们 就 
发 现 这 个 级 数 必须 形 为 > ) ce(po(*))". 
a € N” 


命题 6 设 pp:0 一 C" 是 一 个 Reinhardt 域 和 p:X 一 0"， 
P: :QO 一 久 是 jp:Q 一 > CQ 的 全 纯 包 ， 则 X 赴 一 一 个 Reinhardt 域 和 
p:X 一 C" 是 单 的 ， 
证 设 mm 一 (co 六 >o 是 TI 到 8 的 定义 @ 的 Reinhardt 
” 域 结构 的 自 同 构 集 内 的 映射 。 由 命题 3 的 系 1, 有 一 个 X 上 的 自 
同 构 Tr 使 得 poor 一 tog， 特别 地 TrCxo) 一 Xx0。 显然 元: 使 X 
成 为 一 个 Reinhardt 域 ， 
由 命题 5,，V 1€ 多 (Z)， 则 对 Vx EX, {在 pop(x) 的 任 
两 点 取 同 样 的 值 。 由 引 理 2 的 系 2，2(X) 分 离 X 的 点 , 因此 对 
每 个 x€E X, ptop(x) 收缩 为 一 个 点 , 故 了 是 单 的 . 
因此 要 构造 一 个 域 不 在 C" 内 ， 而 它 的 全 纯 包 是 C" 内 的 那 种 
域 ,只 需要 构造 一 个 Reinhardt 域 po:98> C"， 且 不 是 单 的 ， 
设 09。 是 R 的 如 下 之 集 : / 
: O, 一 {x,y) ERO0<r 2,0<9y < 2) 
— {x,y) ERIx= 1,0<y 人 SE 1}. 
A : 
Oo, = {(x,y) ER’| 0 过 roi2,0<y<1}, 
目 设 Di 一 {(z, w)eE CI(lz|,1w1)e 8;}; j 一 0, 1。 考虑 不 连 
通 和 X 一 DsU Ds 今 在 X 内 引进 如 下 等 价 关 系 : (zown) ~ 《si; 
2); 当 且 仅 当 jo 一 2 wo 一 wy 和 1<|lz|<2; 0<lwl 
1， 这 里 (zu， ‘vo) € Do; (zi1， wi) € D1, 设 Q 是 X 关 于 这 个 
关系 的 商 ， po:Q 一 C 是 由 Do, Di 到 CG 内 的 内 射 所 诱导 的 映照 ， 
则 po:Q—C 显然 是 一 个 Reinhardt 域 ,而 po 不 是 单 的 . 
有 关 本 章 的 结果 可 邯 参 文献 [1],[10],[19] 和 [291], 
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第 7 章 
全 纯 域 : 凸 性 理论 


在 这 章 , po:0 一 C" 全 表示 C* 上 的 连通 域 . 
定义 1 (a) 如 果 j6 儿 (9), 4 是 0 的 子 集 , 则 令 
lls = sup If (<%). 


(b) 如 果 4 是 8 的 一 个 子 集 , SC (8), 则 我 们 令 
4; = {x EQIIfC)| < ， 所 有 f€ 5s}. 

如 果 5 二 经 (29), 则 我 们 令 4 = 不， | 

注 ”如果 5 在 乘法 下 是 封闭 的 , 则 

4 一 {zegl 存 在 M:.> 0 使 得 1foO1 委 Mal 州 ， 

对 所 有 jeS 成 立 }. 

证 如果 我 们 以 B 表示 右 端 的 集 谷 , 则 我 们 有 4;CB。 现 在 ， 
如 果 xEB,fE5S, 则 fe S,p 一 1,2,-…, 因 此 
Cx)? < M fh. 
由 于 My? ->1(p 一 00), 则 有 [fCx)| < 上 ,xe 4. 

引 理 1 设 天 紧 致 ，M >>0，g >> 0, 则 对 akRR， 存 在 f€ 
如 (9) 使 得 

f(a)=M, ilx<s. 

证 设 ge€ 九 (8) 使 得 g(a)| 二 jgllx， 则 对 足够 大 的 整 
数 p, 我 们 可 取 f 一 M (g/g(e)). 

引 理 2 设 4 C 0 是 一 个 子 集 使 得 对 任意 fe (9) 有 
fl 二 oo , 则 存在 一 个 紧 致 集合 KCS9 使 得 4C 尺 . 

证 设 结果 不 成 立 ， 令 {Kojoco 1 是 2 中 的 紧 致 集合 序列 
而 且 天 CR 有， UR 一 0. 由 于 4 人 所 以 存在 

xpcEd 一 RK,. 

如 果 必 要 ,以 一 个 子 序列 代替 {K,}, 我 们 可 设 x € Kpn。 令 he 
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如 (8) 使得- 
|fo(xo)| > 1， ox 一 | 
用 归纳 办 法 , 令 fo € 多 《93) 使 得 


CD f(x)|>p+L+ Do thls), folle, < 2-?， 


则 级 数 > f 一 在 9 的 每 一 个 紧 致 子 集 上 一 致 收 合 ,所 以 fe 
(0). 而 且 由 (1) 得 
jf(x0)| > |foCxp) | 一 > [fs (xp)| 


DAC TE 己 Ion 
现在 对 94 > 请 有 xp EK。。 因此 [f(xy)| 二 fpllx, = ££“, 所 以 
> |f a Xp)| 一 |. 


因此 有 ixy)| 二 p。 由 于 xp€ 4, p 一 0,1,2,.…, 在 4 上 
不 是 有 界 的 ,因而 人 fl. = co， 与 我 们 的 假设 矛盾 

全 纯 呈 

引 理 3 ”下 述 两 个 论断 是 等 价 的 。 

(a) 对 任意 KCQ, KK 紧 致 , 则 尽 也 紧 致 . 

(b) 对 任意 在 Q 内 无 极限 点 的 〈 无 穷 ) 序列 {x,}， 存 在 je 
2 (9) 使 得 {f(x,)} 是 无 界 的 ， 

证 (a) 之 (b)， 设 {x,} 是 一 个 序列 ， 在 9 内 无 极限 点 ， 则 
对 任何 紧 致 的 及 ，{z 伙 及 由 引 理 2， 存 在 fje 人 多 (9) 使 得 
{f(x,)} 是 无 界 的 ， 

(b) 之 (a)， 如 果 怕 不 紧 致 , 则 存在 一 个 序列 {x,}, re 天 ,在 
0 内 无 极限 点 . 设 je 好 (8) 使 得 {1(x,)} 是 无 界 的 ， 则 ig 一 
co。 但 由 天 的 定义 ;有 fg = flix 二 00. 

引 理 3 的 条 件 被 满足 ,我 们 就 称 2 是 全 纯 凸 的 . 

定义 2 设 ke@ 以 a 为 心 > 为 半径 的 多 圆柱 是 一 个 连通 
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开 集 上, 使 得 a EU, pojU 是 到 集合 tze Cs 一 51; 二 +} 上 的 
一 个 解析 同 构 ， 这 里 pola) 一 (b,， ,bs)。 我 们 记 集 合 品 为 
P(a， +). 最 大 多 圆柱 Pla, ro) 是 以 a 为 心 的 所 有 这 样 的 多 圆 性 
之 和 。 
弓 | 理 4 P(a, +) 是 以 4 为 心 
ro = Supr 
为 半径 的 多 立柱 ,这 里 上 确 夫 是 对 以 a s 为 心 的 所 有 多 圆柱 Pla, 7) 
取 崔 . 、 
证 只 要 证 明 映 照 
po:Pla, ro) >P = {xz EC"||z;— 5;| 过 ro} 

是 一 一 的 就 够 了 . [显然 po(P(a, 7o))CP.] po 是 单 的 : 大 x，x* 6 
P(a, ro), 则 存在 一 个 多 圆柱 PCa,， r+) 包含 * 和 x ， 所 以 po(x) 关 
P(x ). po 是 满 的 : 若 z€p， 则 max | 2; 一 a < to， 因此 存在 一 


个 半径 为 > 的 多 圆柱 PCa， 7) 而 |z; 一 5;| 过 + 志 ro, 所 以 存在 一 
个 瓜 x € Pl(a,+) 使 得 polx) 一 x， 

到 边界 的 距离 的 性 质 z 

定义 3 以 a 为 心 的 最 大 多 圆柱 的 半径 称 为 a 到 8 的 边界 的 
距离 ， 我 们 以 a(a) 表示 〈 当 依赖 于 po:8 一 人 了 时， 相应 的 记 为 
dp (a)). - 
引 理 5 ”如 果 存 在 一 点 a € 9, 使 得 d(a) = 00, 则 po 是 到 
C* 上 的 一 个 同 构 . 

证 4d(a) 天 co 简 而 言 之 这 表示 存在 一 个 包含 a 4 的 开 集 忌 使 
得 polU 是 到 C” 上 的 一 个 同 构 ， 这 立即 得 到 tx gld(x) 一 oo] 
是 开 集 ， 而 且 它 还 是 闭 的 (如果 x,€ 0, zs 一 ,PP 是 以 x。 为 心 
的 多 圆柱 , 设 品 是 x, 的 一 个 邻 域 , *, EP 了, 使 得 po1U 是 到 C" 上 的 
一 个 同 构 , 则 x, EU 同时 d(xo) 一 0)， 因 此 , 对 任意 x*€E0 有 
d(x) 一 co。 这 立刻 推 得 如 是 一 个 覆盖 . 由 于 C” 是 单 连通 的 , 所 
po:o—>0 是 一 个 同 构 . 

注 ”可 以 证 明 如 果 存 在 p > 0, 使 得 对 所 有 x 《0 有 d(x) 之 
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po, 则 po 是 到 C* 上 的 一 个 同 构 . 
引 理 6 如 果 .4 二 oo, 则 函数 a 一 da) 在 8 上 连续 . 
证 设 a€ 8,P 是 以 a 为 心 p > 0 为 半径 的 最 大 多 圆柱 . 设 
U 是 以 a 为 心 p/4 为 半径 的 多 圆柱 ， 显然, 若 x EDU, 则 po(P) 就 
包含 以 加 ks) 为 心 , p 一 |po(x) 一 pola)| 为 半径 的 多 圆柱 , 由 此 
P 包 含 以 x 为 心 , p 一 |po《x) 一 pola)| 为 半径 的 多 圆柱 ， 因 而 
z d(x) 之 d(a) — |polx) 一 po(a)|. 
同样 有 
d(a) 守 d(x) — |pola) 一 polx) | 。 
因此 对 x EU 有 
[aCx) 一 do) 委 |polx) — pla)|. 
定义 4 车 4 是 8 的 一 个 子 集 ,我 们 令 
dA) 一 inf d(a). 


由 于 4 是 连续 的 ,如 果 天 是 紧 致 集 , 则 4K) 二 0. 
引 理 7 设 a€9， ro =— d(a), 而 P= P(a, fo) 是 以 4 为 心 
的 最 大 多 圆柱 , 则 a(P) 一 0. 
证 我 们 以 下 述 注 开始 。 设 P= 二 P(x,+) 和 已 一 PC ，7) 
时 9 内 鬼 机 + 乡 四 入 令 | 
= poP) = {z EC||z — pol*)| < +7} 
Or pV ec pe) 二 r}, 
若 0N0O 志 2， 则 或 者 PNP' 二 或 者 po 是 将 PNP 映 为 
ON 9' 的 同 构 ， 事实 上 , 令 4 一 (polP)7!， 9 一 (polP')"'， 则 
zl0n9g' 与 410n0' 是 0 由 9'( 这 是 连通 的 ) 的 恒 等 映 照 的 两 
个 提升 ,并 且 在 mm(PmP) 上 重合 , 由 第 2 章 引 悍 4， 它 们 处 处 重 


人 
| mm ， 


现在 令 a € 0,P = P(a, ro), ?0 ~ d(a). 议 dP)=p> 0, 
人 rzEP， 而 P(x) 是 以 > x 为 心 e 为 半径 的 多 圆柱 ， 令 
U 一 (J PCx). 


EP 


我 们 断言 p10 是 到 pp(U) 上 的 一 个 同 构 。 只 要 证 明 加 |1Z 是 单 的 
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就 足够 了 . 令 7?EP(x),yePGr 7) 并 设 加 CO) 一 加 (7 )。 设 
Q(x) 一 加 (Ps))OCz ) = po(P(x')), 

则 poly) = poly') EQO(Cx) 站 OCx )。 而 且 P(x) 人 阁 P, Pr mnP 分 别 
同 构 于 0(x) 0, 0(x') 门 0, 这 里 9 = po(P). 

显然 ,如 果 0(x) 站 0(x) 疡 名, 则 87)N 站 0(x) 人 0 二 2， 
因此 P(x) 人 P(x 人 MP 儿 。 由 上 述 注 记 ， 所 以 po 是 把 PC 
P(x ) 映 为 9(x) 站 0《x') 的 同 构 映照 。 这 表明 y, y € P(x) 门 
P(x'), 由 于 poly) 一 pu(y) 而 polP(x) 站 P(x' ) 是 单 的 ， 这 表明 
一 7， 因 此 加 |Z 是 单 的 . 

现在 有 po(U) 一 U 0., 这 里 0, 一 {w€EC'||w 一 z|<p}， 


因此 po(U ) 包含 以 poCa) 为 心 ， R > ro 为 半径 的 多 圆柱 。 这 表明 
d(a) > R > ro。， 记 盾 ， 
因此 4(P) 一 0. 
命题 1 设 K 是 0 的 一 个 紧 致 子 集 ,xo EK 大 。 令 a 一 pao), 
而 令 了 是 以 z 为 心 的 多 圆柱 ，P 一 如 (7)。 对 任意 f € 如 (9)， 
若 g 一 fo(plPD) 6 (PP)， 则 级 数 
D"g(a) (z 一 a) 
acN2 0! 
在 多 圆柱 {z EC"||z 一 a| < 4d(K)} 收 纹 . 
证 设 0 和 ”到 KY. 对 任何 x€ 民 , 令 Q(x) 是 以 * 为 心 + 
为 半径 的 多 圆柱 ，K -~ U9; 则 KK' 紧 致 。 设 M = 全 lw 


对 f(x) 应 用 Canchy 不 等 式 ， 我 们 五 1D"f(x)| 委 M al ， 
XEKK, 因此 ipllx < MM… clr-I1, 由 天 的 定义 ,因而 我 们 有 
Dg M .cl 

由 于 xo 上 天 , 这 表明 |Deg(o)1 委 M .clr mi。 因此 对 |z 一 cl 一 
级 数 ED"g(a) . (cl) sz 一 ao) 收 化 由 于 + 二 d(K) 是 任意 
的 ,命题 得 证 . 

Cartan-Thuilen 的 第 一 基本 定理 

定理 1 (H, Cartan-P,Thullen) 设 如 :0 一 C" 是 一 个 全 纯 域 ， 
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则 对 任意 紧 致 集 KC4Q8, 我 们 有 
da(K) = ad(K),. 

证 显然 ,， 4(K) > 4( 和 R)， 如 大 于 号 成 立 , 则 存在 xm6 使 

得 d(xo) = 70 < P 一 a(K), 令 aa 一 pol Xo), 令 
p= {z€EC’||z— al 一 dCKE) = p}. 

设 是 志 '(Po) 的 包含 x 的 连通 分 量 . 我 们 断言 名 | 2 是 单 的 。 
事实 上 ,由 命题 1 可 得 ,对 任何 fe 如 (0)， 存 在 96 5 (pm) 使 
得 天 和 一 gopo， 男 一 方面 ; 由 po:8 一 C0? 是 一 个 全 纯 域 ,由 第 6 
章 引 理 2 的 系 1 可 得 知 多 (9) 分离 8 的 点 ， 由 于 gyopo 在 任意 
的 适合 pol*) 一 poly) 的 两 点 x,y€ 8。 取 相同 的 值 ， 这 就 推 得 
pol Oo 是 单 的 . 

设 7<y<p,O 一 Lrcg| | poC%) 一 al < 了， 同时 令 Y 是 
9 和 PP 的 不 连通 和 , 这 里 P= {z EC"||z 一 a| 二 +}， 我 们 在 Y 
定义 一 个 等 价 关 系 ，z EP 至 多 等 价 于 一 个 点 *E@,， 当 且 仅 当 
xEQ, 和 p(x) 一 z。 设 X 是 Y 在 这 等 价 关 系 下 的 商 ， 则 x 是 
Hausdorff 的 ,而 且 Y 到 C” 中 的 映照 就 是 po 在 Q 上 的 映照 ,同时 P 
在 C” 中 的 内 射 诱导 了 一 个 局 部 同 有 不 p:X 一 C*"。 而 且 Q 在 Y 中 
的 内 射 诱导 了 一 个 有 揣 照 p:0 一 XX 使 得 pog 一 名。 我 们 断言 对 
任 一 1€ 经 09)， 存 在 Fj6 多 (X) 使 得 有 Fjogq 一 事实 上 ， 
由 于 存在 % 6 多 (Po) 使 得 f|9 一 gjcp。( 命 题 1 )， 我们 在 Y 上 
定义 一 个 函数 Gj:G/|9 一 f，GyIP 一 gylP， 这 就 诱导 了 一 个 
Fj€ 好 (x)， 显然 有 有 Fjog 一 上 因而 p:x 一 C", p:0 一 x 是 
po:Q 一 C" 的 九 (0)- 扩 张 。 由 假定 ， po:0 一 C” 是 一 个 全 纯 
域 ,因而 是 一 个 解析 同 构 ， 特 别 ,因为 X 包 含 一 个 以 p(xo) 为 心 
”7 为 半径 的 多 圆柱 ，Q 包含 一 个 以 x 为 心 7+ 为 半径 的 多 圆柱 ， 这 

与 我 们 的 假定 +r > 10 d(xo) 相 巴 盾 . 这 就 证 明了 定理 . 

同样 的 理由 可 以 证 明 以 下 的 定理 ， 

定理 1 (Cartan-Thullen) 设 SC 嫉 (0) 是 .到 69) 的 子 代 
数 并 包含 了 冰 数 pi» Po， (po 一 (pi， 3 pn )) 同时 在 做 分 下 是 
封闭 的 ( 即 如 果 je S$, 则 Dej es 对 所 有 weN?* 成立 )， 如 果 Q 到 
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它 的 全 纯 的 5- 所 结 的 自然 中 是 一 个 同 构 则 对 任意 紧 致 的 
KCQ 有 d(K) = dad(K,), z : 

系 如果 是 C" 中 一 个 开 集 而 且 是 一 个 全 纯 域 ， 户 是 0 到 
C” 中 的 内 射 ， 则 对 任何 紧 致 集 KCO, KK 也 是 紧 致 的 . 

证 显然 在 0 是 闭 的 , 而 且 由 于 d(K) 一 a(K),， 所 以 天 
在 C" 是 闭 的 《因为 天 在 Cn" 中 的 闭 包 不 和 69 相遇 ). 更 有 进 者 ， 
K 是 包含 于 多 圆柱 {z EC"||z| 声 p} 内 ,这 里 o 一 max 下 人 
所 以 天 是 有 界 的 . 因而 及 紧 致 . 

Cartan-Thullen 的 第 二 基本 定理 

定理 2 (Cartan-Thullen) 设 如 :9 一 C"” 具有 这 样 的 性 质 寻 
对 任何 紧 致 集 KC9, 我 们 有 2(R) > 0, 进一步 假定 九 (9) 分 
离 8 的 点 . 如 果 存 在 86e 多 (8) 使 得 p:x* 一 C"”,， pp:Q0 一 x 是 
如 :9 一 C” 的 全 纯 5- 包 络 , 这 里 $ = {g} 是 仅 包 含 一 个 元 素 & 的 
集合 , 则 FP 是 一 个 同 构 . 换言之 ,9 是 & 的 存在 区 域 ， 

在 开始 证 明之 前 ,我 们 给 一 个 定义 ， 

定义 5 设 fe 儿 (9),，f 关 0 若 ok9,， 则 1 在 < 点 的 零 
点 的 阶 定义 为 使 得 对 所 有 ceN* 而 且 la| < 有 DeKa) 一 0 
成 立 的 最 大 整数 有 守 0。 我 们 记 它 为 w(f, a). 

注意 , 闵 数 e 广 > of o) 在 QQ 是 上 半 连 续 的 特别, 它 在 9 
的 任 一 紧 臻 子 集 上 是 有 界 的 . 

定理 2 的 证 明 第 1 部 分 我 们 证 明 下 列 叙 述 . 

设 {x,} 是 一 个 在 8 内 稠 的 序列 ， 令 PP， 是 以 xs 为 心 的 最 大 多 
圆柱 , 则 存在 ge .经 (09) 使 得 

(a) g 在 每 一 个 P,, 有 任意 阶 的 零点 . 

(b) 存在 一 个 稠 集 ECQ， 使 得 pv!po(E) 一 E 同时 使 得 8 
”为 了 证 明 这 点 ,我 们 如 下 进行 。 考虑 序列 

P;, Pi, P;, Pi, Ps, Ps, Pi, Ps, 已 ,Pi …、 : 

(最 本 质 的 一 点 是 每 一 个 Pi 在 这 序列 中 出 现 无 限 多 次 )。 我 们 以 
0, 表示 这 个 序列 中 的 第 ?个 多 圆柱 。 令 {Kb} 是 0 的 紧 致 子 集 的 
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序列 使 得 KRCKot UK = 8， 则 由 假定 &K) >> 0。 因而 由 
引 理 7 有 8s 人 Kp。 设 me 95 一 人 op， 由 引 理 1, 存 在 Fp & 如 (9) 
使 得 

Fy) = 1, llF,lx, <2. 


令 
(2) ix) = [[ (1 一 FyCx)). 
由 于 对 了 7> 请 及 x6E 天 有 


((1 — F(x)) 一 1 1 < gllF,lr, 一 92-?， 
所 以 乘积 在 每 一 个 K。 上 一 致 收敛 由 于 UK。 = 9, 而 且 9 的 任 
一 紧 致 子 集 包含 于 某 个 Kp, 因此 , 46 如 (8)*， 而 且 , h(x) 半 0 


(例如 , 如 果 ze Ki, 对 所 有 有 1FoC*)| < 一， 因此 ,在 这 个 绝 


对 收敛 的 乘积 中 在 + € KK,, 则 不 存在 为 零 的 项 ), 同时 4 在 yp 至 少 
是 了 阶 零 点 。 由 于 对 2p 的 无 穷 多 个 值 朋 P, 一 0,, 因而 在 每 一 
个 P, 有 任意 阶 的 零点 ， 

/ 令 4 一 {x€ 901ih(x) 一 0}， 则 4 是 2 中 的 无 处 稠 的 闭 集 . 设 
B 一 加 (4)CC"。 我 们 断言 C" 一 B 在 C” 是 稠 的 。 事 实 上 ,如 果 
{U,} 是 8 中 的 开 集 的 序列 使 得 pojU, 是 到 C” 中 一 个 开 集 上 的 同 
胚 ,同时 K 是 U, 中 的 紧 致 集 使 得 UK; 一 9, 则 8 一 Up(4 站 
K, )。 每 一 个 p(AfiK,) 是 C” 中 的 无 处 稠 的 紧 致 集 ， 所 以 由 
Baire 定理 , CC? 一 B 二 八 (C” 一 po(4 门 Ks )) 是 稠密 的 。 设 {2,} 
是 在 C* 中 稠 的 序列 , z, kB。 令 二 Upr!'(z,), 则 E 在 0 中 移 ， 
ENA=B 和 pp(B) = EE。 仙 且 由 Poincare-Volterra 定理 (第 
2 章 ) E 是 可 数 的 ， ， 

现在 考虑 具有 上 紧 致 收 钙 拓扑 空间 .经 (9):,[ 即 gf Co) 中 的 序 
列 如 果 它 在 Q 的 每 一 个 紧 致 子 集 上 一 致 收 伍 , 则 它 就 收敛 ]. 在 这 
种 拓扑 下 , .2 (9) 是 一 个 完备 的 度量 空间 (事实 上 ， 它 是 具有 紧 


*) 原 书 误 为 “f€ 名 (8)”， 
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获 收 敛 拓 扯 的 连续 函数 空间 的 一 个 闭 子 空间 ). 

俊 一 {fok|fe 如 (0)}, 这 里 4 是 上 面 (2) 所 构造 的 消 数 ， 
令 互 是 加 的 在 妖 (9) 的 闭 包 , [事实 上 ,可 以 证 明 Hl 是 闲 的 ,但 
这 点 并 不 重要 .] 则 显然 , 任 一 FE H, FF 关 0， 那么 了 在 每 一 个 P， 
中 有 任意 阶 的 零点 ， 

对 任何 两 个 元 素 *，x*'e E,， x 半 x'， 以 日 (x, x") 表示 集合 
{REIFGD) F(x')}。 显然 , 万 (*， xz ) 在 旦 是 开 的 。 我 们 断言 
它 在 吾 黎 .首先 ,存在 GE 已 , 使 得 G(x) 疡 G(x ) [如果 h(%) 三 
h(x')， 则 没有 什么 需要 证 明 。 如 果 h(x) = h(x )、 则 由 于 EN 
4 = 8, h(x) 关 0， 所 以 如 果 je 如 (0) 分离 x 及 x,， 则 G = 
j4 《日 亦 分 离 *， x ]。 设 FE 万 FH(x, x'), 则 对 所 有 8s 关 0， 


有 下 十 gsEGE 厅 (zx ,2 ) 因此 ,FE H(x,x )， 由 此 H(x,* ) 在 五 
中 再 . 
现在 , 互 是 一 个 完 下 度量 空间 的 悦 子 空间 ， 它 也 是 一 个 完备 的 
度量 空间 .由 于 族人 ,所 
有 H(x, x )=H 


Es €E 
xXx/ 


在 五 稠密 ， 更 不 是 空 集 , 若 g EH', 则 8 满足 定理 2 的 证 明 中 第 1 
部 分 的 (a) 和 (b)， 

定理 2 证 明 第 2 部 分 我 们 现在 证 明 如 果 8 满足 第 1 部 分 
的 (a) 和 (b), 5 一 {g),， 同 时 加 和 X 一 C :9 一 六 是:G 一 Cn 
的 全 纯 S- 包 络 , 则 9 是 一 个 解析 同 构 。 由 于 在 任何 情况 下 ?是 一 
”个 局 部 的 解析 同 构 ,只 要 证 朋 ? 是 双方 一 一 的 就 够 了 . 

(i) 9 是 单 的 若 我 们 把 和 X 同 O = COCs) 的 一 个 连通 分 支 恒 
同 起 来 ,可 以 看 出 p 是 单 的 充 要 条 件 是 下 列 叙述 成 立 : 

若 x，y 《0，po(x) 二 poly) 同时 了 与 了 分 别 是 xy 7 的 充分 
小 的 连通 邻 域 ,使 得 请 (7) 一 名 (7) 一 到, 则 在 W 有 

go(polU)!¥ goplV). 
但 若 a EW, (polU) 0) = 8, (polV) (a) = 1%, §,1€E, 
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我 们 有 g(#) < g(%). 因此 ,上 述 条 件 满足 ,所 以 了 是 单 的 . 

《ii) p 是 满 映照 。 设 9 不 是 满 映 照 , 令 Y 一 p(9)， 则 Y 是 
: x 中 的 一 个 开 集 ， y x X. 令 xEY 一 YY (Y 是 了 在 X 中 的 闭 
包 )， 设 P 是 以 x 为 心 P 为 半径 的 在 XX 内 的 多 圆柱 ， 令 9 是 以 x 
为 心 p/4 为 半径 的 多 圆柱 ,同时 令 x*, € 9 使 得 g(x,)€ 0 由 Y ( 注 
意 {x,} 在 0 中 筒 ), 则 显然 , p(x,) 在 X 相 对 紧 致 .如 果 G€ 如 (%) 
使 得 Goqp = g, 则 G 在 pg(P,) 上 的 零点 的 阶 是 有 界 的， 这 与 第 1 
部 分 的 (a) 相 矛 盾 。 由 此 ,是 一 个 满 映 照 ,定理 得 证 . 

系 1 如 果 po:0 一 C” 是 全 纯 域 , 则 它 也 是 0 中 一 个 元 素 8 
的 存在 域 [这 表明 , 对 任何 SC.2 (9), 则 C(S) 的 任 一 连通 分 量 
解析 同 构 于 @ 的 连通 分 量 ]. / / 

这 可 得 自 定理 1 与 2 以 及 第 5 章 引 理 2 的 系 2. 

系 2 如果 加 :9 一 C" 使 得 对 任何 紧 致 集 KCO 有 dz(K) 二 0 
同时 (9) 分 离 2 的 点 , 则 po:9 -> C” 是 一 个 全 纯 域 ,同时 

d(K) 一 ad(K),. | : 

系 3 如 果 比 (8) 分 离 0 的 点 ， 对 任何 紧 致 集 KCOQO, 大 是 
紧 致 的 , 则 9 是 全 纯 域 ， 特别 , GQCC” 是 全 纯 域 的 充 要 条 件 是 对 
任何 紧 致 集 的 KCC",K 是 紧 致 的 . 

定义 6 给 定 如 :9 一 C" 和 SC (9)， 我 们 称 0 是 S- 吓 
的 ,如 果 对 每 一 个 紧 致 集 KC98, 都 有 Ks 也 是 紧 致 的 . 

命题 2 设 po:0 一 C* 是 全 纯 域 , 玉 是 @ 内 的 紧 致 集 . 对 任 
何 4C8; 而 且 d4) >0: 令 4(r) 一 【B(x, yr). 这 里 0<”>< 
“ad(4),，PB(x, r+) 是 以 x 为 心 + 为 半径 的 多 圆柱 在 9 中 的 闭 包 ， 则 
对 0 二 rz 二 d(K), 我 们 有 上 一 K(r) 是 紧 致 的 ， 同时 

: K(r)CE. 

证 注意 ;由 于 d(K) = 4(K) 所 以 K(r) 是 有 意义 的 , 假定 

K(r )CL 不 成 并 , 设 ro € K(r), xo¢ 上 ， 则 存在 f € HE(Q) 使 得 
f(xo) = 1， | gc 一 1 

函数 8 一 1/(1 一 力 在 元 的 一 个 邻 域 品 全 纯 ， 令 p>0， 7 < 
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p < 4(K) 使 得 以 a€E KK 为 心 为 半径 的 多 圆柱 pla, p) 的 闭 包 
在 UU 内 ， 由 Cauchy 不 等 式 得 到 
IDrg(a)| Mp lea, M = |glrw. 

所 以 


Drelx <Mp .a 


现在 ，8 一 lim gw， BN 一 > 有 € 上 (09)， 同 时 这 极限 在 元 的 邻 


域 上 是 一 致 的 (因为 flee < 1 )., 因而 D’gw 在 上 的 一 个 邻 域 
上 一 致 收敛 于 Drg， 特 别 ,对 bE 尺 , 我 们 有 
Dglb)| 一 Jim IDrgy (6)| < < limlD"gnllx 一 gx， 
所 以 
lID"gllg < Mo . al, 
: 对 任何 b EK 以 及 + < 二 p' 一 p， 我们 立即 得 到 8& 的 Taylor 级 数 
2) 一 2 (pol%) 一 如 (CD)7”， 


a EN 


在 PCB, p') 上 到 下 全 于 8。 
特别 ， 如 果 选 取 6eEK,p' > 使 xc P(5, p' ) (注意 ， ne€ RC ))， 
则 函数 8 能 全 纯 开拓 到 PC(56, p 7)， 从 而 开拓 到 x6 的 一 个 邻 域 ， 这 
是 不 可 能 的 。 这 个 矛盾 表明 KC(*)CE。 

系 如果 名 :9 一 (C 是 全 纯 域 ,Ko, 天 : 都 是 紧 致 集 ,而 且 KoC 
KK,, 则 我 们 有 


KCCR). 
证 选取 + 如 此 小 ,使 得 KoC+)CK,， 则 由 命题 2 有 
Kr)CK. 
显然 , 及, 是 包含 于 六 (y) 的 内 部 ,故而 得 证 . 
命题 3 设 pp:9 一 C” 是 C” 上 的 一 个 连通 域 , 同时 .yp:X 一 
C",，gp:Q 一 X 是 它 的 全 纯 包 .， 令 {kK,} 是 8 中 的 紧 致 集 的 序列 ， 
使 得 KC Kopn UK, 一 9. 令 L, 一 p(Kp) 和 0o~= 上 ,( 关 于 
X)， 则 | 
| 台所 pi， U0, = X. 


二 


证 由 于 9 是 开 的 , 我 们 有 上 , C 已:。 而 且 由 第 6 章 的 引 
” 理 1 的 系 ,可知 p:X 一 C" 是 全 纯 域 ,因而 由 上 述 命题 2 的 系 有 
Op SC Opri 特别 ，Y 二 U 0, 在 XX 内 是 开 的 。 设 了 所 多， 令 
xo€Y 一 了 , {y 是 Y 内 的 一 个 序列 ,而 且 y, 一 xo。 现 在 , 任 一 紧 
致 集 LCY, 则 对 某 个 p 有 LC9。， 由 于 lim y, 一 6 和 U 9s， 这 


说 明 不 存在 包含 所 有 y, 的 9,。 而 且 ， 如 果 LCO6， 则 工 《 关 于- 
Y) 也 包含 在 0 内 (注意 ,在 Y 上 的 任 一 全 纯 函 数 8 能 解析 开拓 
到 X; 只 要 找 一 个 CE 多 (x) 使 得 Gop = goq 就 行 了 )， 因 此 ， 
由 引 理 2, 存在 g86 多 (7Y) 使 得 {g(g,)} 不 是 有 界 和 的， 如果 GG € 
.22 (x) 是 使 得 GlY = g,， 则 {G(g,)} 是 无 界 的 . 这 是 不 可 能 
的 ,因为 y, 一 xm。 这 个 矛盾 表明 U OO。 一 X. 

系 1 设 关 :9 一 C?p:X 一 C yy:9 一 和 如 上 述 , 则 对 任何 
紧 致 集 KCX, 存在 一 个 紧 致 集 工 CQ 使 得 KCO, 这 里 

0 = p(L). 

系 2 设 {f,} 是 在 0 上 全 纯 的 通 数 序列 , 令 F,€ 多 (XI) 使 得 
F,ogp 一 f,。 如 果 tj,} 在 0 的 皮 致 了 集 上 一 致 收 合 ， 则 4F,} 在 X 
的 紧 致 子 集 上 一 致 收敛 . 

系 3 对 上 儿 (9) 和 人 (XI) 上 赋 以 紧 致 集 上 一 致 收敛 拓扑 ， 
则 映照 多 (XI) 一 此 (9); 和 > Foeg 是 C- 代 数 的 扼 扑 同 构 . 

应 用 和 例子 

现在 我 们 给 出 这 些 结论 的 某 些 应 用 ， 

设 如 :2 一 CC 和 加 :9Q 一 C ”分别 是 C 和 C" 上 的 连通 域 ， 
令 p:X—>C", p:Q—>X 和 PX >C", p>X 分 别 是 它 
们 的 全 纯 包 , 则 映照 = 

go:Q XQ —> Ct go = po X po:(r, x HF-> (polx), polx' )) 
是 C"+” 上 的 湛 通 域 ， 类 似 的 , 9 一 Xp:XXX 一 CC” 是 
Crt 上 的 域 , 和 J 一 p X 9':9 X 0' 一 XX X 是 一 个 局 部 同 
构 ， / 
: 命题 4 I:XXX 一 CQXBG 一 XXX 是 9o:@X 
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9 一 C"” ”的 全 纯 包 . 

证 令 天 ,天 分别 在 X,X 内 紧 致 , 工 二 KK x 天 。 我们 断 
言 CK x 玉 '。 事实 上 ， 如 果 x 和 4 尽 ， 则 存在 fe 多 (xs) 使 得 
f(x)| 之 1, | 出 x 二 1， 因此 ,如 果 定 义 Fly, y) = f(y), 则 F € 
2 (X XX'), 而 且 有 性 质 

[F(x,x)| 守 1, ||Flkxr' <1, 

所 以 《x, x )gIL。 如 果 x'# 尺 ', 则 用 类 似 的 道理 论述 。 显然 我 们 
有 da(K X 天 ) 之 min(dar(R)，ar(RD)) > 0( 由 定理 1), 而 且 ， 
.好 (X XX') 显 然 分 离 XXX 的 点 ， 因 此 ,由 定理 2 的 系 2,5 
知 494:X XX 一 C"t"”” 是 全 纯 域 . 为 了 完成 定理 的 证 明 ， } 内 机 说 
明 XX X 是 g:8 X 0 一 Crt" 的 一 个 如 (9 x 9)- 扩 张 . 设 
P 是 以 ee9 为 心 的 一 个 多 圆柱 、 则 对 任何 多 圆柱 PC 9"， 
fiP XP 能 展开 成 一 个 级 数 


|f(x, x ) 一 之 (pe(e) 一 po(a))cf(Cr )， (xx ) EPxP., 


而 且 冰 数 f(x') 是 唯一 决定 的 . 因此 有 
f(x, x') 一 2 (polx) 一 po) Yh (x),f EQ'). 


同时 ， 此 级 数 在 P Xx 0' 的 紧 臻 子 集 上 一 致 收 全 设 KCO 友 
致 ,在 X' 中 令 L' 一 p《(K'), 0' 一 人。 设 gs CE EY(X') 使 得 
84og' 一 所 .现在 对 0 二 p 二 P 的 半径 有 

一 人 | 


faellx 入 const * p 


因而 leg2llo 过 有 le < const *p-M。 所 以 级 数 
gp (zx ) 一 之 (pol*) 一 jpo(a))cga(z ) (YY EPXX 


在 Px X' 的 紧 致 子 集 上 一 致 收敛 (由 命题 3 的 系 1). 因此 存在 
gpE 绽 (PXIX) 使 得 

gp(x, Px) = fx, x), (rx.x)EPX 0O., 
由 扩张 的 唯一 性 ,所 以 存在 ge (8 x X') 使 得 

g(x, p(x)) = fx, x), (x,* EOXO., 


s 9 so 


将 48 换 为 X' ,98 换 为 @, 而 重复 这 个 论证 , 我 们 找到 46 多 Xx 
X ) 使 得 
h(p(x), x) = p(x, x), (xy )EOXX。 
显然 ，ho 风 二 1, 所 以 q:X XX 一 Cr, J:QOXO—>XXX 
是 qo:0 X 9 一 C"t"” 的 一 个 此 (09,9)- 扩 张 , 因而 结果 得 证 。 

设 QE C"” 是 Reinhardt 威 ，0cEO， 令 BCR” 是 集合 

B= {(x1,*..*., r+») ER’| (ex ， “*, e*») €.0}. 

我 们 称 9 是 对 数 凸 的 ， 如 果子 在 R?* 中 是 凸 的 。 我 们 称 0 是 完全 
的 ,如 果 yxEg@, zs EC 以 及 | < E20 一 …… 2， 就 表明 了 
> €0. 

命题 5 一 个 包含 原点 的 Reinhardt 城 是 全 纯 域 的 充 要 条 件 
是 它 是 对 数 凸 和 完全 的 。 一 个 Reinhardt 域 的 全 纯 包 是 包含 此 
Reinhardt 域 的 最 小 对 数 凸 完全 Reinhardt 域 ， 

证 只 要 证 明 命题 的 第 一 部 分 。 
设 0 是 一 个 包含 0 的 Reinhardt 域 ,而 且 是 全 纯 域 .， 设 f€ 


(0), fz) = oo 是 在 0 点 的 Taylor 展 式 . 令 9 一 [at 
C"|5ass* 在 a z 的 邻 域 一 致 收 敏 } 则 
9 一 们 2/. 


fe (0) 
显然 ,如果 xsEQ9，x EC" 使 得 |z;| 志 |z;|， 则 * eg 对 所 有 
f 成 立 ， 因 而 0 是 完全 的 . 令 Bj 二 14x € R"|(e™,- “Cs € 9;}. 
只 要 证 对 任何 je Et(9)，By 是 凹 的 就 够 了 ， 现 在 Bp 是 集合 4 
的 内 部 *, 而 4 是 R" 中 的 这 样 的 点 * 组 成 的 ， 即 存在 M (*) > 0， 
使 得 对 所 有 cEN* 有 


[cear < M (x). 


因而 
4; 一 {xER"| 存在 M(x) > 0 使 得 对 所 有 ou 关 0 的 ,有 


%) 一 个 集合 4 的 内 部 ; 即 是 指 .一 一 译 者 注 
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ON 十 yxy 委 log M (x%) 一 log | ao 后 一 个 集合 显然 是 
凸 的 ,因而 By 亦 然 . 

为 了 证 有 明 其 逆 , 我 们 如 下 进行 。 设 KK 在 0 紧 致 , 则 存在 一 个 有 
限 集 SCQ 使 得 | 

KC U {se ll < |ol,i=1,..*,n}. 

显然 我 们 可 以 假定 对 ae 5 没有 一 个 lay| 是 0. 设 工 是 天 在 C" 中 
的 闭 包 ， 只 要 证 月 LCQ 就 行 了 。 设 xzE 工 ,sx 一 (ci ……，2sn)， 
令 0 是 使 zi; 疡 0 的 那些 指标 ， 则 对 任何 整数 wl，*……， 
ak 之 0, 我 们 有 


281 .pk| < sup [wri wrt| < sup a?!l* + a2 |, 


此 即 
kK A | 

» | 1 < » 1 1 | 。 
olog |z;,| sup Zr og | ai, | 


由 于 对 所 有 整数 a, > 0 成立， 因而 对 所 有 有 理 数 m > 0, 亦 对 
所 有 实数 ww 汪 0 成立， 因为 同 集 
B= {(x1, * ‘，， x») € R"|(e*, ““”“ ”5 czz)cgGl 


在 {xi，"…… ,xi}- 平 面 的 投影 ( 记 为 BA) 还 是 凹 的 ,所 以 集合 


一 U (2 “。， Xj, ) € 下 | xi < log ar， ”9 相 讨 < log aj,} 


aces 


的 凸 包 还 是 在 Bx 中 ,而 对 任何 实数 wm 之 0, 适合 


上 
> 0vbi, < sup vo, log a;,; bi, 守 0 


Vv 二 1] Sy=1 


”*》 由 此 以 下 的 证 明 是 译 者 政 写 的 ; 作者 原来 的 证 明 是 “所 以 (ogl|si,|,…， 
logjzi 1) 在 点 (log|ais1,…, log]a;41) 的 串 包 内 ; a€5, 由 于 串案 B= 
{x RCe*i,-…, cx)€ 0} 在 (2 )- 平 面 上 的 投影 仍 是 上 同 
集 , 所 以 存在 一 点 6 二 (61,…,64) E909, 使 log|z;, | 二 10g15;, 1 :2 一 1 
显然 对 所 有 7 二 1,…,n 有 |zi| 所 18il， 由 6E48 和 8 是 完全 的 我们 有 
zE€0， 因 而 LCQ.” 这 里 (log1lzi;1,…，log|zis1》 在 点 (loglai,|,…， 
log1a;, 1 );a €5 的 凸 包 内 的 断言 是 不 对 的 ,因为 几 个 点 的 西 包 是 包含 这 些 点 的 
最 小 由 集 ， -这 省 村 z 
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的 (bi,，…… bi) 一 定 属于 8 的 同 包 , 亦 就 一 定 属于 B,, 故 必 有 其 
个 5 一 (5,'…*,L4) E40, 使 log 【< 一 log | zlog | 6 二 
log |zz|, 而 由 0 是 完全 的 , 而 且 |a| < 1561… |z| < 15 ， 
所 以 这 个 属于 工 的 xz 在 2 内 ,因而 LC8. 
” 设 BCR", 所 谓 B 上 的 管状 域 是 指 集合 
Ts = {z €C"|I(Rez:.., Rez,) € 也， 
命题 6 设 B 是 R” 中 的 一 个 连通 开 集 , ”之 2。7s 是 BB 上 的 
管状 域 ， 则 Ts 的 全 纯 包 就 是 Ti, 这 里 户 证 有 在 R” 中 的 喇 包 . 
我 们 首先 注意 有 下 述 引 理 ， 
引 理 8 任何 凸 开 集 QCC” 是 一 个 全 纯 域 . 
证 设 a€ 688， 则 由 于 0 是 凸 的 ,所 以 存在 一 个 函数 
1(z) = hgi 十 "… 十 4s2r 十 14， 
4, 4; EEC, 使 得 对 zEQ 有 Reli(z) 二 0 以 及 l(a) = 0。 设 KK 是 
0 中 的 紧 致 集 ， 所 以 存在 a 的 一 个 邻 域 U,， 使 得 如 霖 我 们 令 
gp(z) 二 exp(1(Cz)), 则 对 任何 z EU。 有 lplx 二 1p Cz) 1。 特别 ， 
请 NU 一 。 由 尺 是 Cr 内 的 闭 集 , 和 se 869 是 任意 的 , 故 天 是 
紧 致 的 .所 以 9 是 一 个 全 纯 域 . 
系 ”如果 BCR" 是 一 个 凸 开 集 , 则 Ts 是 一 个 全 纯 域 

从 这 个 系 的 观点 ,为 了 证 明 命题 6, 只 要 证 明 : 如 果 8 是 连通 
的 , 则 任何 fe .人妖 (Ts) 能 开拓 到 工 5. 

“5 了 理 9 设 w=(1,0,.….,0) 及 a 二 (0,1,0,.……, 0)&€ 
R” ,2 之 2。 令 4 代表 三 角形 txiy xz 0,***',0), ri 之 0, x 之 0， 
zi 十 x; 二 1)}， 同 时 对 0 委 12< 王 1， 令 4 代表 三 角形 {Xi x2 
0,.…… ,0}, Xi 守 0, x2 之 0, zi 十 xy 夺 4}。 设 B 是 R" 中 包含 4 
的 一 个 开 集 , 且 9 二 Ts， 则 对 任何 4, 0 委 2<1, 存 一 Mi>0， 
使 得 ( 若 KK = {xz EC"|Rez ET，|Imz| < M1})K gio) 包含 41, 这 
里 了 一 Liao|0 委 上 委 1}Ut{ial0 志 :1 声 1}. 

证 令 s 二 0 充分 小 , 令 : 
Se — {zs€C’ [zi 十 2 一 8(z1 十 822) 一 ] — 8,23 一 一 z, 一 0} 
5。 一 $4 站 T4。 我 们 证 明 对 任何 f€ 儿 (8), 有 
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| 中州 。 一 fs nr T= Yr. 
如 果 我 们 写 zi 一 xi 十 iy;, 则 在 5: 上 我 们 有 
Xi 十 x3-- E(xX? 十 xXx?) 十 8 二 yy)=1— 8g, 之 0， 
4 之 0，xi 十 2< 委 上 


特别 ，y ?+ 光世! <1), 0 和 2 一 1， 因此 


Se 是 紧 致 的 . 进而 在 Se 上 除了 点 ao 和 al 外 ,有 十 x, 二 11. 
现在 假定 |f1s。| 在 一 点 “es 一 TT 达到 最 大 值 .。 若 5 一 (&， 
和 如， 0,"…, 0), 则 在 C 存 在 一 个 函数 p(w) 在 “一 总 的 一 个 连通 邻 
域 U 全 纯 , 使 得 %(co) 一 5， 同时 集合 {(w, p(w), 0 …，0)} 是 
6 在 S$。 上 的 一 个 邻 域 . 因而 |f(u, p(u), 0,.….， 0)| 在 DE bo 
有 一 个 最 大 值 ， 所 以 在 U 上 是 常数 .因而 在 集合 {xz € 8 一 T} 上 
flse| 有 最 大 模 , 所 以 是 开 的 ,但 显然 这 集合 也 是 闭 的 . 因而 
ss 一 tflsenr. 
， 容 易 验 证 ， 如 果 1 二 1, s 充分 小 , 则 对 任何 xe 4;, 存在 y = 


(yi y2> 0:、-。 *, 0) 使 得 YEuws 十 37， yi<=. 因而 ， [f(x)| 专 


il (Setiy Mr’. 如 要 我 们 令 
M=2/s, K= {zsé€C’|lRez ET, |Imz| MY, 


则 表明 


fz, < fll, 

所 以 A1CK， 

引 理 10 设 oo a TT, 41, 4 如 引 理 9。 令 中 是 R" 中 分 别 
包含 {taol0 委 上 和 11 和 {iel0 入 上 和 1 的 两 个 开 凸 集 的 和 。 仿 
0 二 Ts， 则 任何 f€ 丝 (8) 能 全 纯 开拓 到 7s 的 一 个 邻 域 . 

证 设 E 是 这 种 4 的 集合 , 0<4<1, 而 且 在 R* 中 存在 4; 的 
一 个 串 邻 域 U 使 得 任何 f& 嫉 (0) 能 开拓 到 了 Ty。( 注 意 Tu 有 Ta 
.是 连通 的 .) 显 然 互 是 [0, 1] 中 的 开 集 ,而 且 0€ E, 设 1€E. 

令 p 一 do(T) 是 TT 到 9 的 边界 的 距离 。 显然 p 盖 0。 令 
AEE, 11 一 pl 二 7+ 二 p 以 及 令 避 是 4 的 一 个 凸 邻 域 使 得 任何 
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fe 多 (9) 能 开拓 到 Tv， 则 8' 一 UUB 是 连通 的 "In3 亦 
然 . 因此 ,任何 ft 多 (9) 能 开拓 到 Tp 一 20， 而 且 do' 人 (站 ) 之 
p.。 令 mm< 王 pi 14 一 pol 二 r+ 二 p。 由 引 理 9, 存在 M > 0，, 使 得 
如 果 玉 一 {z EC |Rez 一 T, |Imz| 委 M， 则 及 (关于 9) 包含 
4uw， 由 命题 1， 任何 jf € 经 (8') 在 任意 所 a € An 的 Taylor 级 
数 在 以 * 为 心 "为 半径 的 多 圆柱 内 收敛。 考虑 函数 户 :z 上 > 
f(z 十 zy)，》《R"， 可 见 对 任何 ee 4%,， 上 述 结论 对 f 也 成 立 。 
因而 存在 4; 的 一 个 凸 邻 域 了 使 得 任何 je 多 (9 ) 能 开拓 到 了 了， 
因此 1 上 五, 所 以 E 是 闭 的 . 因此 E = [0,1], 5 引 | 理 得 证 . 

命题 6 的 证 明 ”正如 前 面 的 注 , 只 要 证 明 : 如 果 9 一 Ts, 则 
任何 fe 2t(9) 能 开拓 到 Ti， 对 此 ,我 们 首先 证 明 如 果 o， be B， 
1(a， 5) 表示 连结 “ 与 5 的 闭 线段 ， 则 存在 Xe, 5) 的 一 个 凸 邻 域 
U 和 a 的 凸 邻 域 U。, 2 的 凸 邻 域 Is， 使 得 对 任何 1f€ 多 (8)， 存 
在 FeE (Tu)，, 它 在 Tow 和 Tuwm 上 与 了 重合. 如 采 这 个 性 质 成 
立 , 则 我 们 称 刀 能 开拓 到 作 c，2)。 

对 任何 xzo， x1， X2 € B, WM A(%o, x1, X2) 表示 R” 中 以 x0, x1， 
x2 为 顶点 的 闵 三 角形 . 由 引 理 9, 如 果 了 开拓 到 区 xz， xz) 和 i(xo， 
x2)， 由 则 B 开拓 到 (x1, x), 

给 定 a,5€.B, 令 x% 是 B 中 一 个 固定 点 ， 疗 时 选取 两 条 折线 
分 别 连 结 zo 与 a 和 wo 与 5 (分 别 有 顶 感 ao 一 yo al ap 一 4 
以 及 bo ro 六 22 b). 由 上 面 的 注 记 ， Bb 能 开拓 到 l(ai, 
6b,). 由 于 8B 显然 能 开拓 到 l(a a2)， 所 以 B 能 开拓 到 1(b1, a2). 由 
于 8B 能 显然 开拓 到 i151, 5;), 所 以 B 能 开拓 到 la2, 5;)。 继续 这 
一 过 程 ;所 以 能 开拓 到 /op, 5,) 一 Ma， 5)。 结 论 得 证 。 

为 了 完成 定理 的 证 明 , 现 在 只 要 证 明 :， 如 果 x€ B, x 在 l(a， 
bp) 上 和 和 ia', 65) 上, a,5, a ,bE B， 同时 je 多 (Ta)， 则 由 了 
开拓 到 1(a, 5) 和 La’, 2) 而 得 到 的 函数 F 与 F' 在 Tu 上 重合 
(DU 是 z 的 一 个 凸 邻 域 ). 由 上 面 的 注 记 , 则 存在 在 Tv 上 全 纯 的 函 
数 C,( 这 里 奢 是 4(a, a', *) 的 一 个 凸 邻 域 ) 使 得 在 TUTw) 
的 一 个 邻 域内 有 G = f, 在 Too 的 一 个 邻 域 内 有 G 一 fF， 同样 ， 
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存在 GE 妈 CTp)， 使 得 在 TwyUTowr 的 一 个 邻 域内 有 G 二 了 
在 了 to 的 一 个 邻 域内 有 G 一 已 。 但 在 Tw 上 有 6 一 CG (因为 
在 Tw 的 一 个 非 空 开 子 集 上 有 G = 6G”)， Wa 有 一 下， 
这 就 证 明了 命题 6. : 
注 1. 可 以 证 明 , 如 果 B 是 R” 中 的 一 个 连通 开 集 , 9 一 了 5， 
则 我 们 有 下 述 结果 ， : 
对 任何 紧 致 集 KCQ, e>>0 和 j 帮 皮 09)， .存在 线性 明 数 


1,(z) 一 Dy to 1 ER, 
以 及 常数 wy € C,v = 1,2,".*, Pp 使 得 对 所 有 zEK 有 
|f(C2) 一 -5 oe | < 8。 


这 可 视 作 类 似 于 在 Reinhardt 域 上 成 立 的 蛙 级 数 展开 . 

2. 在 Reinhardt 域 和 管状 域 之 间 存 在 一 种 密切 的 关系 。 命题 
5 本 质 上 相当 于 命题 6 的 特殊 情况 ,命题 6 断言 对 所 有 具有 周期 
的 三 E CE (Ts) 《 即 有 一 个 y 《 有 ，》 一 (yo "3 yn); yi 之 0， 使 
得 f(z) 一 fz 十 17)) 能 扩充 为 侈 (078 的 元 . 

3. 上 面 的 那些 域 8 是 对 十 分 小 的 族 s 的 $- 凸 域 的 例子 . 命题 
5 断言 一 个 包含 有 0 点 的 Reinhardt 域 ,如 果 它 是 狐 (8)- 凸 , 则 一 
定 5- 蔬 ,这 里 的 $ 是 指 单 项 函数 xz 六 > z”; a € N” 所 成 之 话 . 命题 
6 断言 ,党 状 域 2 二 Te， 如 果 是 RS 5- 岂 ,这 
里 8 是 线性 立 数 xz 上 > si 十 …* 十 zi 4; EC 所 成 之 族 。 特 
别 这 些 域 对 于 C" 上 的 全 纯 函 数 族 是 是 的 , 

在 本 章 最 后 ， 我 们 来 介绍 人 得 C 中 的 一 个 域 是 全 纯 域 的 充分 
条 件 . 

命题 7 设 D 是 C" 内 的 一 个 有 窃 域 ， 设 存在 一 个 紧 致 集 天 ， 
使 对 任 一 x € D 存在 一 个 解析 目 同 构 oc € Aut(D) 但 一 反 o€ 天， 
使 得 ckx) 一 sa, 则 D 是 一 个 全 纯 域 . 


*) 原 书 此 处 为 “BTE)”. 
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证 设 p:X 一 C*"，gqp:D 一 X 是 刀 的 全 纯 包 ,， 则 9 是 单 的 ， 
为 了 证 明 命 题 , 必须 说 明 @ 是 满 峡 照 。 假定 这 点 不 成 立 . 令 {x,} 
是 D 的 点 序列 使 得 p(x,) 收敛 于 一 个 点 yo€ 8p(D)， 令 oo 6 天 ， 
os€ Aut(D) 使 得 o,(x,) 一 a,。 令 P 了 是 X 中 的 以 为 心 的 多 圆 
柱 , 而 且 在 X 中 相对 紧 致 ， 由 第 6 章 命题 3 的 系 , 存 在 一 个 叉 的 自 
同 构 9 使 得 6,op 一 o,。 而 且 , 由 于 D 是 有 界 的 ,第 6 章 命题 2 表 
明 po6, 是 有 界 的 ,对 » 还 是 一 致 的 . 因而 由 Cauchy 不 等 式 和 中 
值 定理 ,我 们 得 到 下 述 结果 ; 

设 P,CP 是 以 % 为 心 p 为 半径 的 多 圆柱 , 则 存在 一 个 常数 
C > 0( 不 依赖 于 p) 使 得 如 果 》EP,, 则 我 们 有 
[6,(x) — 6,(y)| < Cp, 

对 所 有 xp 成 立 ， 令 p 充 分 小 ,我 们 得 到 : 存在 一 个 地 致 集 
LCD 使 得 
op (PN gp(D)) 一 op (PCL. 

现在 选取 一 子 序列 {vp}Ctv} 使 得 {0,,} 和 {ow} 在 D 的 皮 
致 子 集 上 一 致 收 化 于 映照 o,o:D 一 C*, 则 ol(g (PP,))CL， 因 
而 由 第 5 章 定 理 4, 我 们 有 oc€Aut(D) 和 oao 是 其 逆 , oo0 = 
go0’ 一 好 。 但 是 这 是 不 可 能 的 ,因为 mm!a) 二 x,, 如 果 4 是 1a,} 
在 KK 中 的 极限 点 , 则 we)eD。 而 {x,} 在 DD 内 无 极限 扣 ， 这 个 巴 
盾 证 明了 命题 . 

系 1 如 果 T 是 Aut(D) 的 一 个 离散 子 群 使 得 D/T 是 紧 臻 
的 , 则 DD 是 全 纯 域 ， | 

系 2 如 果 DD 是 一 个 有 界 齐 性 域 , 即 对 任何 一 对 点 x, y € DD， 
存在 ve Au(D) 使 得 ol(x) 一 y, 则 DD 是 全 纯 域 . 

这 里 有 一 个 未 解决 的 猜想 , 如 果 刀 是 C" 中 的 有 界 域 , 且 如 果 
存在 一 个 离散 群 TFTCAut(D) 使 得 D/T 是 紧 致 的 ， 则 D 是 齐 性 
的 ， 关 于 这 个 问题 还 一 无 所 知 ， 

本 章 的 结果 , 见 [1],[101,[19],i[111], 

Reinhardt 域 的 结果 定 由 [27 所 3 起 的 ， 对 于 这 里 所 给 出 的 形 
式 , 见 [Fi71,[19]. 
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管状 域 上 的 定理 是 Bochner[3] 给 出 的 ， 也 见 [171. 

上 面 的 命题 7 的 系 1 是 M. Herve 给 出 的 (Annales de [Ecole 
Normale Sup., 69(1952), 277-302). 在 C. L. Siegel 的 演讲 笔记 
中 有 证 明 (Analytic functions of several complex variables, Princeton 
1948/49). 

上 述 命题 7 的 系 2 是 P，Thullen 给 出 和 的 (Math. Annalen, 104 
(1931),373-376), 

J. Vey (Ann, Scient. Ec. Norm. Sup. 1970) 对 广泛 的 一 类 域 
到 所 谓 Siegel 域 , 证 明了 上 面 所 提 到 的 猜想， 他 的 定理 是 : 如果 
D 是 一 个 Siegel 域 ,了 是 Aut(D) 的 离散 子 群 使 得 D/T 紧 致 , 则 
D 是 齐 性 的 . 他 对 R" 中 的 凸 集 和 忆 的 仿 射 变换 的 离散 群 也 证 明 
了 本 类似 的 结果 ; 见 Ann. Scient，Ec，Norm. Sup,， 4° Serie, t.3, 1970 ， 
479-506 和 Annali della Scuola Normale Superlore dl Pisa, Vol. 24， 
1970,641-665， 和 
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第 8 章 
全 纯 域 : Mka 定理 


Hadamard 三 城 定理 和 Schwarz | 理 1 

我们 在 第 7 章 已 经 看 到 , C" 中 一 个 域 @ 是 全 纯 域 的 充 要 条 件 
是 8 是 九 (9)- 西 的 ,也 就 是 说 当 且 仅 当 对 任意 紧 致 集 KCO，, 有 
有 也 是 紧 致 的 . Oka 的 一 个 著名 定理 表明 ， 同 样 的 结果 对 C” 上 
的 域 Pu: 9 一 0? 也 是 成 立 的 . 这 一 章 我 们 证 明 这 个 定理 的 一 部 分 ， 
也 即 全 纯 域 是 比 (9)- 凸 的 .其 逆 是 说 (以 第 7 章 所 得 结 雪 的 观 
点 ) 如 果 po:9 一 CGC 是 屁 (9)- 凸 的 , 则 九 (9) 分 离 8 的 点 ， 这 
个 事实 的 所 有 已 有 的 证 明 都 用 到 大 范围 理想 论 (Oka-Cartan-Serre 
的 定理 4 与 B), 我 们 不 涉及 它 . 

本 章 所 给 的 证 明 本 质 上 是 属于 E，Bishop 的 . 
命题 1 (Hadamard 三 域 定理 ) 令 如 :9 一 C 是 C 上 的 一 

个 连通 域 , 8,, 9 是 8 的 非 空 开 子 集 和 而 且 
0 EE 0 EE 4. 
则 存在 a, 0 二 a 二 1, 使 得 对 任何 f€ 嫉 (98), 我 们 有 
fo, < Nfs ls ®. 

证 我 们 首先 证 明 下 述 结果 .. | 

(a) 对 p>>0， 令 Bl(p) = {z€EC*||zlP = |2.1? 十 
zs? 二 p 设 0 过 wo 过 4 二 +r。 则 对 feE(B(rY)), 我 们 有 


要 ~ 0 ] 加 ] 
go < llse Nf llses, c= Bl 
logr 一 logro 


事实 上 ,如 果 ze B(r,),，z 声 0， 第 3 章 命题 6 应 用 于 函数 ， 
g(u) 一 f(uz) 以 及 wu- 平 面 上 的 半径 为 roj 咱 zll rzl， +r/ 中 si 的 
三 个 圆 , 则 有 
|1C2) | = 1D)D| < lllse, lllses. 
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和 i. 


设 给 定 :9 一 人， 开 集 BC0O 称 为 以 4 &€ B 为 心 2 为 半径 的 
球 , 如 朱 polB 是 到 集合 

{z€ Cr | 一 (co < p} 
之 上 的 同 构 . 设 Bo ……，B。 是 0 中 的 球 串 ,使 得 BQ, < 忆 ， 


的 中 心包 含 于 Bi_i(% = 1],.….， 1m ) ， 和 而且 BiEY, \) BOW,. 
k= 二 1 


(由 于 8 是 连通 的 ,所 以 这 种 球 串 是 存在 的 .) 

令 Vi 二 BoU…"U Bi, 同时 令 Wi 是 中 心 在 Bi 的 球 而 且 使 
得 WE9,/1 B,， WiEVR Bi, R= 1,.…*， m。 由 上 面 的 (a), 
存在 %，0 二 om 二 1, 使 得 

| 2 
对 所 有 je 如 (9) 成 立 . 我 们 将 用 归纳 活 证 明 ， 仔 在 ck，0 二 
cr 二 1 使 得 : 
(*) fy, < fll. 
假如 这 已 经 证 明 对 某 个 成 立 ， 由 上 面 的 (a), 存在 6, 0<8<1, 
使 得 
Il， < Mb, 
由 于 WhinC Vi 这 给 出 
和 各 天 a ge gol 一 天然 + 由 +， 
这 里 ein 一 ap 二 mx。 由 于 当 @ 0 递减 时 ， La 递增 。 我 
们 也 有 
ys Str ， 
并 且 我 们 得 到 : 
J 么 人 中 adl7 休 ssa 。 

这 证 明了 (*) 对 所 有 不 一 0, 1,…', mw 成 立 . 由 于 7 地 94 和 
Cg9,, 一 1 时 上 面 不 等 式 给 出 我 们 的 命题 . 

命题 2 《Schwarz 引 理 ) 设 如:@8 一 C 是 一 个 连通 域 ， GuE 
Q 和 se 0,。 则 存在 +, 0 二 + 二 1， 使 得 如 果 je 2 (9) 在 a 

有 一 个 p 阶 零点 ( 即 对 |e| 二 pp 有 D"f(a) 一 0), 则 我 们 有 

z / fg, < zf ls. 
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对 任何 fe 如 (9) 成 六 
证 ”我们 首先 证 明 下 述 结 嵌 
设 B(R) = {z€C"||zl < R}, 0<+<R. 荐 J EG (B(R)) 
在 0 点 有 尹 阶 零点 ,我 们 有 


中 用 se 和 (<) [fils 


事实 上 , 若 0 过 1z| ,p(w) 一 f(xz), 则 ?对 lx| 过 
R/r 二 p 全 纯 .， 而 且 对 有 <p 有 (4/du)*q(0) 一 0。 因而 对 
jz| < o, 函数 p(w)/u? 全 纯 . 晴信 全 我 们 有 


[Co = J <lim sup <( 工 ) Hla. 


E 一 十 ixl < _。 


现在 ， 了 证 明定 令 BLEB, 是 以 a “为 中 心 在 O 内 有 的 球 ， 
同时 B,GE 9. 
由 刚才 我 们 证 明 的 ,我 们 有 
ls < wrlflo, 0<0w<1, 
由 命题 1 , 存在 a, 0 二 & 二 1 使 得 
ilo, Se istlyie®, 


这 给 出 
Mie, < worr ll hs = wellfllo, © = wo 
规范 多 项 式 的 性 态 
定义 1 设 p(z) 一 这 ca3 是 次 数 为 N 的 7 个 变数 的 多 项 


式 . 我 们 说 了 是 规范 的 ， 如 果 max [ce| 一 1 


命题 3 设 天 是 (内 的 戎 致 集 ， 风 存 在 一 一 个 常数 C = C(K， 
2) > 0， 使 得 下 述 事实 成 立 . 
设 了 是 一 个 规范 多 项 式 ,而 且 对 每 一 个 变量 x1,*……,z。, 其 次 
数 和 之 d. 令 0<i< 1， 
$ = S$S(1, P， K)= {z€K|IPO2)| 去 二 


” 则 


m(S) CI”, 
这 里 mm 表示 C" 中 的 Lebesguz 测度 . 
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我 们 需要 下 述 引 理 ， 
引 理 1 令 
g(t) 一 纪 十 > ws tt a€ER 


站 二 1 


是 实 系数 的 首 项 系数 为 1 的 次 多 项 式 , 则 


max (| 过 2 


证 设 g(9) _ (Ceo0s0), 一 zz 委 0 委 rz。 现 在 有 
gb) -5( 荆 (co+e)- Pe, erm es— 2 
2 R=_p 
因此 有 
命题 3 的 证 明 第 1 部 分 n= 一 1 的 情形 令 尺 >0 使 得 
KC{zECllz| 三 R}， 设 4,…, 1p 是 P 的 零点 , 而 且 14;| 过 
下 十 l, ps:**， Kg 也 是 PP 的 零点 ,但 | | > (p+4gq=d, 


而 且 计 算 夫 点 时 要 考虑 到 零点 的 重 数 ), 则 
P(z) = a(z — 4)° (sO— hp — zs/p) (1 — zf/p9) 


< sup |g(0)| = sup lq)1. 
一 各 二 站 妇科 —ler i 


a 
= > cvz?， maxlc| 一 1,26EC， 
二 0 


令 & 使 得 |ck| 一 1, 显然 ,大 44 表示 |al(z 干 R 十 1)° 中 的 
”的 系数 ,我们 有 1 一 [ct| 过 144| 一 oC(R 十 D 和 ta| (因为 
4 二 RR 二 1,|p| 之 Ri+ 1 1)。 由 于 c& 所 2*。 这 给 出 
la| 宇 ,c= 2(R + 1), 

由 于 对 |z| 夺 R 我 们 有 |1 一 z/pnl 之 (R 十 1) ,这 表明 
SGP,K)CS= {es ECl|z| RR, | — 1 |z— 1,| ri, 
这 里 rz = 一 (Rd+ 1) ci 一 ct 现在 各 cu 人 1 则 有 
(1) MSN < xR’ cixRir = cf, ci = rch 
假定 z<<1, 则 zr' 委 区 ,所 以 

SCS—= {zsECllz| < R, ls — hl |z — hol ez?}. 


es 107 。 


令 a 一 Rel;, 令 / 

A=lxé€ERI|Ix| < R, lx 一 ax 一 ao Sr?)}, 
则 4 包含 % 在 实 轴 R 上 的 投影 。 令 mo《(4) 表示 4 在 R 中 的 
Lebesgue 测度 . 显然 , 4 包含 一 个 非 空 开 集 , 所 以 mo(4) > 0. 考 
灌 映 照 p:R -> R, 其 定义 为 

p(x%) 一 一 1 十 一 一 A tye 4ly < *)). 
显然 ,pk(x) 之 一 1, p( 一 R) 一 一 1,p( 十 R) 一 1. 而 且 若 x 之 x*'， 
则 有 


《来 ) 一 p(x) 
2 ~ 24x — x) 
i oA{y€E A < yy 小 ) 魏 mo A) . 


特别 2 是 连续 的 ， 而 且 若 上 是 R 一 4 中 的 任意 开 区 间 ， 显 然 9 
在 I 上 是 常数 ， 因 此 
p(4) = p(BR) 一 [一 1, 十 1]。 
由 于 (*), 对 x € 4， 我 们 有 
| p(x) 一 pe) |): “* | p(x) 一 (op 


p 
< (7 了) [一 ax 一 op| < (一 世 元 
由 于 9p(4) == [一 1, 十 1]， 引 理 1 表明 
2 ”于 sup [LpGx) 一 (ao |9(x) 一 pkop) | < (2r /mo A))?, 
这 给 出 mo(4) 委 47， 
同样 方法 可 以 证 明 so 在 虎 轴 上 的 投影 4' 有 测度 
mo A') S47. 
因此 / 
m0(S) 1167 
这 点 连同 (1 表明 
m(S(1, P, K)) 过 ot, c= max(c;, 16c?)., 
第 2 部 分 一 般 情 形 ”我们 用 归纳 法 。 假设 此 结果 在 CG” 
己 成 立 . 令 
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P(z) = > cea 一 > 2 Pop(z,), 2 = (xz,, ”* * ,Zn_1)» 
RENT 一 : 


则 存在 , 使 得 Pp, 是 一 个 规范 多 项 式 . 令 
S$, 一 {z €S(1, Ps KN IPs (za) < #7), 
$; 一 St P, K) — SS. 
从 上 面 的 第 1 部 分 立刻 有 / 
m(S) SM: ct = cr, 
这 里 M 是 K 在 C""* 上 的 投影 的 在 C" :中 的 Lebesgue 测度 
设 Ko 是 KK 在 z,- 轴 上 的 投影 ，K' 是 天 在 C"! 上 的 投影 ， 令 
¢ € Ko, (2', CL)€ 5, 而且 
DO(z) = Plz’, £)/Pe (2), 

则 |Pa(5)| > zz, 同时 9 的 系数 的 绝对 值 的 最 大 值 是 > 1. 因此 
S»z — {2 EC tx, 6) ESS} CC {zs EK|IOCG)) 县 20 
由 归纳 法 假定 ,存在 cs > 0 使 得 5,,: 在 C: 中 的 Lebssgue 测度 

委 c2"， 因 此 ,由 Fubini 定理 
m(S,) & co", 
所 以 有 : ' 
mA) = m5U5,) (Cet cs, 
注 〈1)， 这 个 不 等 式 本 质 上 是 最 好 的 。(2)。 从 实用 看 ,一 
个 弱 得 多 的 不 等 式 〈 它 能 用 Jensen 不 等 翅 来 证 得 》 就 够 了 。 我 们 
只 要 知道 当 :> 0 时 ,测度 
: m(s(1, P, K))— 0, 
在 P 是 一 至 的 (特别 , 对 PP 的 次 数 是 一 致 的 )。 我 们 在 上 面 给 出 的 
最 好 的 不 等 式 是 在 于 方法 上 的 兴趣 (这 是 由 Bishop 给 出 的 ). 
命题 4 设 :9 一 C" 是 C" 上 的 一 个 连通 域 , 天 是 0 中 的 
紧 致 集 . 令 je 22(9), 则 存在 6,0 <9 < 1( 仅 依赖 于 天 及 力 ， 
使 得 如 果 4，D 都 是 充分 大 的 整数 D 之 4,， 则 有 一 个 多 项 式 
P《z。 29 ww), 它 对 aiG 一 1,…， 1) 的 次 数 过 4， 对 ww 的 次 
数 过 D, 使 得 如 果 各 Ce) 一 (x, …… ,xo)，* 0, 则 我 们 有 
IP(x,,: “Xn fx) ) | < 云 625 ， 5 一 Dr，xeE 天 . 
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证 ”考虑 (x ，……，zo, w) 的 多 项 式 组 成 的 向 量 空间 了 ,其 中 
的 多 项 式 对 zj(j 一 1 ……，z) 的 次 数 都 和 4, 对 wv 的 次 数 都 过 D， 
VV 的 维 数 是 (4d 十 1)"(D 十 1)， 若 (41,*……, as pe Crt1， 同 时 
N 是 一 个 整数 使 得 N” 二 (4 十 1)"D 十 1)， 则 存在 一 个 规范 多 
项 式 PE 使 得 P(x, f(x)) 在 点 a 有 一 个 阶 数 宇和 N 的 零点 [对 
(z1，" ,zr Ww) 我 们 写 为 (x, w), 下 辐 ]. 

只 要 找到 一 个 具有 这 种 性 质 的 非 零 的 P 就 行 了 (这样 我 们 能 
除 以 系数 的 绝对 值 的 最 大 值 ). 对 此 ,我 们 可 取 上 上 的 由 


PH> os Pl f(x))(a), 2 十 二 去 N 一 1 
给 出 的 线性 形式 [这 些 形式 最 多 N"( < dimy) 个 ] 的 核 的 交集 中 
的 任 一 非 零 元 素 . 


设 2, 是 玉 的 一 个 连通 的 邻 域 , 0,E0, 同时 令 M > 0 使 得 对 
xceG 有 |polx)| 二 M，|f(x)| 二 M。 若 P 是 一 个 规范 多 项 式 ， 
Pe V, 我 们 有 


[PCpola), FOF SE DD Mutt (1+ M)" ?AC 


| ls 二 1 


(因为 D < ad), 这 里 0 委 上 ci Cn < d, 0 委 oo 硅 D， 假如 | 


现在 是 这 样 选 择 , 使 得 在 《po(xo), 1(xo)) 有 一 个 N 阶 零点 ， 这 
里 入 守 (4d 填 1D 十 1)™r 一 1( 之 44D?),xo€ KK (由 上 面 的 注 ， 
这 是 可 能 的 ,因为 我 们 能 选取 一 个 整数 NN 使 得 : 
(d+ (D+1) 1SN<(Ad+t1NDT1)" 
= dim (V)'”, 
由 Schwarz 引 理 (命题 2)， 我 们 有 
[PCpolx), fc) SiC (x EK), 
这 里 0 二 rt 二 1 仅 依 赖 于 和 .由 于 当 d,N 一 % 时 有 CN 一 >1 
(因为 N > 4Dy)，, 我 们 能 选取 6, 0 < 6 二 1, 使 得 对 4 之 DD 之 
D。 有 r+C*N 二 9。 这 给 出 
[1P(xi xn (za))| 一 02， 5 一 Drm， r+ €k. 
引 理 2 设 pp:8 一 C' 是 一 个 全 纯 域 ,但 不 是 多 (98)- 凹 的 ， 
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则 存在 一 个 紧 致 集 KC2Q8 和 一 个 无 穷 序 列 {x,}, x € K, 使 得 下 述 
结果 成 立 ; 
存在 a€ CGC" 和 p>> 0 使 得 对 所 有 > 有 
polxs) 一 4 dl({x»}) 之 p， 
同时 以 x, 为 心 为 半径 的 多 圆柱 P(x,, p) 包含 于 K. 
证 设 工 是 0 中 的 紧 致 集 但 不 紧 致 . 令 {y,} 是 上 中 的 点 
的 序列 ,而 它 在 2 中 不 存在 任何 极限 点 . 由 于 如 一 (pes pr)， 
这 里 广 E 2 (9) ,我 人 有 
[piCy») | < lp. 
因而 ,我们 可 设 poly,) 一 EC (如 有 必要 ， 可 设 是 某 个 子 序列 
y”， 具 此 性 质 )， 现 在 由 第 7 章 定理 1, 我 们 有 
dF) = dL) = 2 > 0. 
令 s > 0 充分 小 a EC", 使 得 la 一 zol < 则 多 贺 柱 Ply,， 
到 包含 点 x, 而 且 po(x,) 一 a， 同时 ,我 们 门 有 (x ) 之 2 一 8， 


设 KK 一 L(%n) 是 以 工 中 的 点 为 心 2 为 半径 的 所 有 多 图 柱 的 
闭 包 的 和 集 , 则 天 是 紧 致 的 ,同时 ,由 第 7 理 合 季 2， 有 


P(r) CR. 
特别 , PCy,, 1)CK, 所 以 p(x 到 3) 人 ,只 要 令 p 一 六 小 


Oka 定理 的 Bishop 证 明 

定理 1 (K. Oka) 任何 一 个 全 纯 域 加 :9 一 CC 是 5 (9)- 
凸 的 . / | 
证 GE. Bishop). 设 结果 不 成 立 , 则 我 们 能 选取 在 8 内 紧 致 
和 {x,}CR 具有 引 理 2 所 述 的 性 质 . 令 je 2 (0), 4d, DD 是 大 的 
整数 和 而且 4 之 万 。 设 Pal 21,* "yy Zn) tw ) 是 一 个 规范 多 项 式 , 它 
对 zi 的 次 数 委 4, 对 ww 的 次 数 委 D, 使 得 : 
[PC ,Xnsf (x))| < 00, xe K(0 <0<1,0=0Kk,1)). 
我 们 写 : 
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Pi(z, w) 一 > PoC wt. 


六 三 0 
设 X= {zs, w) EC (zx, w) = (polx), /sc))，zeK}， 则 
[Palz, w)| < 0%, (zw) EX, 6= Dr. 
考虑 多 圆柱 
0 一 tcCllsz 一 al| 一 po} (a,p 如 5| 理 2 所 述 )， 
令 


Sa0 ~ {zs €0| max IP? (| < }. 


由 于 P。 是 规范 的 ,所 以 至 少 有 个 也 是 规范 的 ， 因此 由 命题 
3 得 
m(Sa,p) Se .07, c= c(0), 

特别 ,如 果 DD 充分 大 ,以 及 

Aa,p ~—= 0 — $a,p, 
如 果 4d 之 D，D 充分 大 , 则 我 们 有 

m(/Aa, D) 守 k > 0, 

这 里 “不 依赖 于 4， D。 现 在 我 们 固定 D, 令 

和 (42,5, A 一 Aps 


db f =D 
则 
m(A) 之 大 
而 且 ， 如 果 z€ 4， 则 存在 无 穷 多 个 a 使 得 zKSap。 因此 ， 对 
z € 4, 存在 无 穷 多 个 2 使 得 


, ,Tmax [PE (2)| > 684 
所 以 ,如 果 我 们 令 c 妇 (ks) 一 Px (2)/ max |PI? Cz) |,z € 4， 则 有 : 
(*) 对 (zx， w ) EX, 2€4， 对 无 穷 多 个 4 有 | 


(aw) sw ] 一 Oe’ ， 


而 且 max | < 如 (51 一 1， 因 此 ,可 以 选取 一 个 2 的 子 序列 使 得 (*) 
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am re tt hd HH WH 4 dt ke i hd FM a di i Hi 人 


成 立 ,所 以 不 妨 设 “入 Cs) 一 ct max lctl 二 1。 所 以 由 (*) 得 到 


下 述 结论 : 
对 z€ A; (2, w) EX, 存在 ciE CR = 0,..., D) 不 全 为 
零 , chk 一 cx(z), 使 得 : 


DD 
之 ， Cat = 0, 


由 X 的 定义 ,我 们 得 到 下 述 结 果 : 

引 理 3 ”存在 具有 正 测度 的 子 集 4C0， 使 得 如 果 ze 4， 则 
f 在 集合 如!(z) | 尺 上 最 多 取 DD 个 值 . 

(直上 面 的 对 在 pi':Cz) 站 天 上 的 任何 值 满足 方程 


> ckt = 0， 


这 里 cx 不 全 为 零 ) 
设 {x,} 如 在 引 理 2 那样 是 天 中 的 点 的 一 个 无 穷 序列 , 则 
P(z,，p)CR。 像 第 7 章 定理 2 的 证 明 的 第 1 部 分 那样 , 我 们 可 以 
找到 f€ 如 (Q), 使 得 如 果 > 关 p,; 则 有 x,) 声 入 xx)。 现在 ,对 
z €0, 令 y,(z) 是 P(x,, p) 的 点 ， 而且 poly,《z)) 一 xz。 我 们 断 
言 : 8 中 那 坚 使 f 不 能 分 离 y,Cz) 的 x 后 所 成 的 集合 测度 为 0. 
这 就 与 上 述 引 理 3 矛盾 ， 因此 就 能 完成 K. Oka 定理 的 证 明 ， 
”为 了 证 有 明 上 述 断 言 ,我 们 令 
g» = folpolP(x,, p)) ， 
则 ge BE(Q). 设 A 一 {zs€ 0|gs(z) 一 gn(z)}, 显然 , 4 一 
(J Ans。 而 且 , 由 于 ga) 一 f(x,) 天 f(xx) 一 ge 人 zh， (4 < »), 


HE 


du 是 2 中 的 一 个 不 等 于 2 的 解析 集合 ,为 了 证 明 4 的 测度 是 0， 
只 要 证 明 每 一 个 4w * 的 测度 是 零 . 而 这 点 是 下 述 引 理 的 一 个 直 
接 推论 . 

引 理 4 设 9 是 Cr 中 的 一 个 开 连 通 集 ，46 如 (9), 7 兰 0， 
则 集合 
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z= 2 = {EQ|h(z) = 0} 
的 测度 是 0. : 

引 理 4 的 证 明 只 要 证 明 对 任何 a€ zx, 有 一 个 邻 域 7 使 得 
7Inh2 的 测度 是 0。 作 一 个 坐标 的 线性 变换 ,我 们 可 设 a 一 0, 辐 
时 ,对 充分 小 的 7 > 0, 当 |z,| = 二 + 时 ,有 

[a0 0, z,)| x 0. 
这样 ,对 充分 小 的 6 二 0, 当 |s| 志 8,7= 二 1,:…,2 一 1, |z,|= 
Y 时 ,我 们 有 Hz zs- zn) 记 0. 令 U={z€C"||z;| 二 8s， 
1 一 1 ,2 一 1，|zn| 二 +}， 则 对 固定 的 (2? ，…*, #93-1)， 
| 29 一 8， 集合 
UNZNisi=2,1=1,2,...,7— 1} 

是 一 个 有 限 集合 , 因而 在 C 中 测度 为 0. 由 Fubini 定理 ， 立 即 得 
到 Zn2 在 CC 中 的 测度 为 0. z 

这 个 引 理 证 明了 我 们 的 断言 ,从 而 证 明了 Oka 定理 . 

Oka 定理 是 [22] 中 所 证 明 的 结果 的 一 个 特殊 情况 ,对 于 Oka 
方法 的 一 种 形式 ,可 见 [17]. 

Bishop 方法 由 他 本 人 给 出 于 [2] 中 。 
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第 9 章 
有 界 域 的 自 同 构 ，Cartan 定理 


我 们 在 第 5 章 已 经 看 到 ,如 果 D 是 C* 中 的 一 个 有 界 域 ， 则 D 
的 解析 目 同 构 群 G 一 Aut(D) 是 局 部 紧 致 和 的， 而且 正常 作用 于 
D. 这 一 章 从 事 于 证 朋 仍 是 互 ，Cartan 给 出 的 一 个 漂亮 的 定理 ， 
即 群 Aut(D》 有 一 个 Lie 群 结构 , 且 解 析 作 用 于 D. 

本 章 的 证 明 是 属于 H.Cartan [7] 的 . 

设 X 是 一 个 Hausdorff 空间 ,UH 一 (Der 是 X 的 一 个 开 覆 
荔 ， 设 pi:U; 一 8; 是 U; 到 开 集 QiCR 上 的 一 个 同 肽 ， 假如 
对 任何 一 对 元 夫 i, ; €1, 映照 

9piog :pi Uf Di > pi Ui UD;) 
是 实 解析 的 ， : z 

我 们 称 (X, Ui;, gi) 是 一 个 p 付 的 实 解析 流 形 ， 但 一 般 我 们 
不 提 及 (Ui, qi). 

设 和 和 Y 是 分 别 由 (U;， 本 及 CV, 8;) 所 定义 的 实 解析 
流 形 。 一 个 连续 映照 f:X 一 Y 称 为 ( 实 ) 解 析 的 ,如 果 下 述 事实 成 
” 立 ; 对 任何 ecEX 和 i 使 得 人 a) EV;, 存在 4 的 一 个 邻 域 U 和 一 
”个 i 使 得 UCU;, 人 UD)CY,;， 而 且 使 得 映照 gj;ofog7';g:(U) ~ 

gi(V;) 是 实 解析 的 . 

显然 ，R? 有 一 个 实 解析 流 形 的 典型 结构 . 实 解析 流 形 X 到 
R (或 C) 中 的 解析 映照 都 称 为 在 和 上 的 实 〈 或 复 ) 值 的 实 解析 函 
六 z 
. 定义 1 设 G 是 一 个 群 , 同 时 又 是 一 个 实 解析 流 形 。 如 果 由 

(zy 六 >xzy 给 出 的 映照 
CXG>0G 
是 实 解析 的 , 则 G 称 为 Lie 群 ， 
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” ”向量 场 与 Lie 定理 

开 集 CCR" 上 的 一 个 向 量 场 是 指 在 8 上 的 实 值 溺 数 XX; 所 形 
成 的 X 一 (Xe …，Xo)。 如 果 是 C” 或 实 解析 的 ， 则 分 别称 
X 是 C” 的 或 实 解析 的 如果 是 9 上 的 一 个 C” 的 任意 浮 数 , 则 
我 们 定义 : 


XC x) — > cu (x), YeEg. 


而 且 在 C~(Q) 上 的 函数 1 一 X(f) 完全 决定 了 X. 
如 果 X,Y 是 两 个 C" 向 量 场 , 则 我 们 可 以 构造 第 三 个 向 量 场 
2Z= [X,Y], 
其 定义 为 : 
Z(1) = X(Y(N)) — YC(X(F), fé Cc*(0). 
容易 验证 ,着 Z 一 (Z4,…，2s), 有 
- BY; _ Ox; 
Z ， 人 (x Be Yr 让 
我 们 需要 常 微分 方程 理论 中 的 下 述 结果 ， 我 们 这 里 不 给 以 证 
明 、 但 其 证 明 , 例 如 可 在 [21] 中 找到 . 
命题 1 设 0 是 R? 中 的 一 个 开 集 , 0,E9 是 开 的 . 设 X 是 在 
8 上 的 一 个 实 解析 向 量 场 ， 则 存在 oe > 0 和 唯一 一 个 实 解析 映照 
g = gx:Q X11—>09,1{:€RIili| < p} 使 得 和 


“ 2 ~ X(g(x, £)), g(x,0) = x, x €Q, + El. 
7 


如 果 了 是 Re 中 的 开 集 ，X:9 X 也 一 R 是 实 解析 的 ， 则 对 
mu U， 存 在 p > 0 使 得 成 立 下 述 结果 : 

对 a EU, 令 Xx) = X(x, 0), x € 0. 则 存在 一 个 解析 映 
g:Q, X IxXxU—>0 (T={éR|| <p), 


gal*, 1) -一 gx, iy 0 ) 
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和 省 3 二 志波 全 


定义 的 映照 ge:Q X 7 一 9 满足 ga 一 gx。。 而 且 如 果 i,s, 4 十 
s€l, 则 我 们 有 


go go x, t), :) = gerx, 十 9)， 
对 0 Us “oe 和 se CO 成 六 ， 


注意 对 任何 1e CCo)， Ey 请 
XD(x) 一 lim {fogx(x »2) — Kx)}. 


定义 2 设 V 是 在 开 集 QCR? 上 的 向 量 场 组 成 的 有 限 维 向 量 
空间 。 我们 称 了 是 向 量 场 的 Lie 代数 ， 如 果 驴 ，Y EV,， 则 [EX， 
YE 了 了. 

车 下 而 ,我 们 站 保定 层 王 的 向 量 场 是 实名 的 ， 

我 们 机 用 到 古典 Lie 理论 的 下 述 结果 . 由 于 给 出 一 个 参考 文 
献 ， 其 定理 以 我 们 所 项 的 形式 表示 有 些 困难 , 改 对 这 些 我 们 要 给 以 
证 明 ， 

定理 1 (Lie 定理 ) 设 了 是 在 连通 开 集 OCR* 上 的 实 解 析 向 
量 场 的 一 个 有 限 维 Lie 代数 . 设 2 EE 98。.。 则 存在 VV 的 原点 的 一 
个 邻 域 U 和 一 个 实 解 析 有 映照 

: sg:0Q XU— 0, 
具有 下 述 性 质 ; 
设 gs:Q 一 9 是 由 xx 上 >gCxz， xz) 所 定义 的 映照 . 
(i ) 对 充分 接近 0 的 x 和 vw, 存在 唯一 的 w = wl(u,v) EU0， 
BuBy ™— Bw . 

在 Qf gv (9,) 成 并 ， : 
: (iy 对 wu€EU， 映照 :上 > gu (ER， 皖 近 0) 是 向 量 场 «的 
单 参数 群 ( 特 别 go = 恒 等 变换 ) 

(ii) 对 wo, vo 充分 接近 于 0, 则 映照 

ut—>w(u, vo) 和 vv-> wu vy) 
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分 别 是 0 上 ET 的 一 个 邻 域 到 vo 和 wo 的 邻 域 上 的 解析 同 构 . 
映照 8 称 为 V 的 局 部 变换 Lie 和 群 . 
证 设 0,& 0,E& 0 同时 令 X,…,X” 是 VV 的 一 组 基 . 如 


果 ae R”, 则 我 们 以 X2) 表 向 量 场 X 一 > aiX;. 设 p 之 0 和 
7 一 4t||z| 二 p}, 而 且 存 在 一 个 映照 


Pp:QX1x Ui->0, U= {a € R"||al 一 pj， 
使 得 


SP (x， 1, a) 一 X (9p(x， 1 4)), P(x, 0, a) = x (命题 1). 


我 们 设 p 充分 小 ,使 得 对 x € eu :1E1, a€ UU 有 p(x,1,4)€ 8. 
。 设 XEV,X 一 X 中 以 及 令 o,x: 0 一 0 是 映照 
0 (x) 一 Px, t, a). 
对 任何 Ye V, 我 们 在 9, 上 定义 一 -个 向 量 场 X， 0) 如 下 : 
设 1€ Os 则 
X,, xCY)f) 一 了 (fear x)(0,, x(*)). : 
[注意 ,如 果 Y = OY» .yy) 和 cx 一 (coop)， 则 我 
们 有 
X,, *(Y) (2Z1, “ys DZ)， 
这 里 
Zi(xz) 一 > ot doni Cy)YRCY), y = 0 x (x).] 
=1 Oxi 


设 Z(1) 一 Xx(Y), 这 里 X,YeP。 我 们 断言 : 
引 理 a 2 x, lLX, y]). 
i 


引 理 a 的 证 明 设 f€ C~(8)， 则 

(10)(f) lim i 1{Y(hoo.,, x )o0i， 双 Y(h)}oo0,, 其 和 
{ 1 一 0 

一 foo-wx 一 limfrYCieo-ox 一 人 
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— 2 [Y(h)o0,, x — Y(h)]}oo,, x 
现在 ， 由 于 c， x 是 XxX 的 单 参数 群 ,我 们 有 
lim #{Y(h)o0-,, : 一 了 (Ch 一 —X(Y(Ch)). 
而 且 对 函数 少 一 hoo_,, :€ C“(TX9。) 也 有 此 性 质 。 因 此 对 函数 
fo. x — b= (pt, xz) 一 由 0， x+)), + SE 0, 


F 一 
90% (0， x*), t = 0， : 
Or z 


lim z-!{Y(hoo,, x — h) = Ydimt (hoo,, x — hh))=—YX(h). 
0 下 


因此 
人 GD = [X, YICh)o0,, x = [X,Y](foo0s, x)o0, x 


一 Xi #C[X, YI) CN. 
引 理 b 对 X, YE V 和 小 的 :, 则 X,, x(Y) 是 和 的 一 个 元 
素 在 0 上 的 限制 
引 理 b 的 证 明 设 pz) 一 X,, *(Y), xc a, 显然 ， $C0)= 
Y。 现 在 由 引 理 a, 我 们 有 
dy 2 Vk) 
SF (0) 一 y%, 
这 里 z 
yw 一 YY。 Y= [X, Y «0]， > 1 
现在 ，Y 是 了 Y 在 的 自 同 态 4: Z 一 [X, Z] 的 次 迭代 下 的 
象 ， 由 于 风 是 实 解析 的 ,对 充分 小 的 六 我 们 有 
< < d*p(0) _ pid 
$C) = 之 1 一 人 (Y). 
引 理 e 如果 X,YEV。 同时 z, :都 很 小 , 则 我 们 有 
Os, YO0, xX 一 Oj, XO0s, Y's 
这 里 Y = X,, *(Y). 
引 理 c 的 证 明 设 Ds, 1i, x) 一 gj, XO0s, YOO0,, xX. 进行 秘 


* 1i9. 


, 二 中 是 
i i 


分 ,我 们 立刻 可 以 验证 
(0, zx) ~— Xs,#(Y) x) = Y'(x). 
因而 : 


oF (5， tf, xX) 一 Ge (0， ts $s, t,x*)) 一 Y'(D(s, 1， x)). 
Os Os 


而 且 9(0,， 1, x) 一 *。 因 而 SF> B(s, 1,x) 是 向 量 场 Y 的 单 参 
数 群 , 此 即 
P(t, x) = oO y'(x). 
引 理 d 设 X',…, X" 是 的 一 组 基 , oe ER” ,很 小 ， 对 
x€0, 定义 
F(a, x) = gao, x10° ** 0am ons， 
同时 令 F 二 《F,,…, Fm)， 则 存在 0 的 一 个 邻 域 避 到 R” 中 的 


爱 照 u:U— GL(m, R), 使 得 


u(0) 二 1 (wo X m 的 单位 矩阵 ) 
以 及 
OF < 加 
7 (a; +*) = 2 wij(a)X( F(a, x+)), 9 一 (wi;). 
引 理 d 的 证 明 如 果 4eR 很 小 , o 一 (ai 十 用 
an 1 1 mm， 由 站 理 c 则 我 们 有 
F(a’, x) — Fla, *) = ops(y) 一 ?一 Fla, *), 
这 里 Zi 二 Z8 二 Xlo, 4 XCX). : 
因而 


Ca, #) — Zi(y) = ZF la, *)). 


而 且 , 映 照 a -> Z 是 解析 的 . 因此 ,存在 唯一 的 解析 函数 wz 使 


1 
2 = D>) wla)Xi, 
i=1 
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因而 
pr 


而 且 Z 关 一 X 所 以 xz1(0) 一 5 一 1 i=j;=0, 当 i 7). 
引 理 d 得 证 ， 
令 w:U 一 GL (mw R) 是 引 理 d 中 所 构造 的 矩阵 , 令 v:U 一 
GL(m, R) 是 其 逆 ，v《4) 一 xc) 令 vi 是 向 量 场 ” 
a (ve) vin(a)). 
对 @ 一 (%，"…*, Gm) 充分 接近 于 0 以 及 U6 G0， 考虑 局 部 单 参 
数 群 


A ee (a) 和 2 Ovi(Y,, (4a)), 
j=1 : 


Yo ca) = 4a, VagéU,, 
则 存在 一 个 C” 了 水 数 T: W x Uo 一 U(W 是 R" 中 的 0 的 一 个 
适当 的 邻 域 ) 使 得 
T(iac，4a) = Ys, oCa), 
事实 上 ,如 果 ta = sp, 则 函数 r 上 -> yw。 和 FF-> yw 6 都 满足 
方程 


Co)er)，>(0) 一。 
所 以 它们 恒 等 . 
现在 若 虑 映照 
f:a->T(g, 0), 
”对 所 有 小 的 c, 我 们 有 


: 之 0; 8c (0) 一 Ta,0) ees 一 之 ci 区 0)。 
所 以 

Of /oN ,i 

Bo 0) 一 "《0)。 
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因而 在 R* 中 存在 0 的 邻 域 V0; 全 re 和 邻 域 Wo。E W 使 得 是 
WV 到 U, 上 的 一 个 解析 同 构 。 如 上 面 那 样 ,存在 一 个 解析 映照 

G: U, X 一， 
使 得 


0 SxiGe, *))， G(0,， r) = x xz 


这 里 U; 人 Da 是 0 点 的 一 个 适当 的 邻 域 

象 上 面 那 样 令 F(a,x*) 一 go, xlto…ogoxm， 则 我 们 断言 ,对 
R” 中 的 co， 5 充分 接近 于 0, 我 们 有 z 
(x*) Gla, F(b,x))= Fl(c, x), c= T(¢, 6). 
事实 上 ,如 果 GCG) = G(ia， PFC x)),，F(2) = F(T(to, 6),x), 
则 我 们 有 


(i) G(0) ~ FC6, *), 4 — >) sxiCG), 

男 一 方面 ， 

(ii) F(0) = F(T(0,5), x) 一 F(b, x), 同时 有 
dF Ww OF dT';(t@, 5) 加 
> Ba 0 全 人 T 一 (T…，Tw) 

= 一 2 5- oF (oe give(T to, b )) 


— wo (FTGay ure 5) XLEC)) TI 引 理 d] 


1 天 一 1 


= > wxXtF(GD))， 因为 wo) 一 va) 


一 1 


方程 (* ) 得 自 常 微分 方程 解 的 唯一 性 ， 
如 果 我 们 在 (*) 中 令 & 一 0, 则 得 到 / 
G(g, x*) = F(a, x), a=T(g,0) = fl(e). 
因此 ,如 果 a, 8 都 充分 接近 于 0, 则 我 们 有 
Go, G8 四) = Ga, PFC #)), 4 — fp), 
sa i122. 


~— F(e, x), c~IT(g,6) = Ta, 1(8)), 
= G(Y, 2 ) ， 7 一 7(a， Bb) f(T(o, f(8))). 
[注意 ， 如 果 ge，8 接近 于 0， 则 y(c，p)e Di]。 同时 ， 由 于 


8T40 0) ，... ,BT(0, 0) 是 RR- 无 关 的 ， 因 此 对 充分 小 的 cp， 
Om. Du， 


2 (@, )， -8 (a, 8) 也 是 有 -无 关 的 . 因此， 对 固定 的 p， 
映照 ,a 上 -> y(a, 8) 是 0 的 一 个 邻 域 到 (0， 6) 一 8 的 一 个 邻 域 
上 的 同 构 。 同样 ，T(0, 8) 一 8， 所 以 96-” ”Bg- 对 充分 小 的 


a, 6 也 是 RR- 无 关 的 ,而 且 对 国定 的 &, 映照 8F>y(c, 8) 是 0 的 
一 个 邻 域 到 y(a, 0) 二 a 的 一 个 邻 域 上 的 同 构 。 除了 定理 1 中 
Gi) 的 唯一 性 外 ， 这 就 证 明了 所 有 生 余 的 论 记 而 唯一 性 是 下 述 
引 | 理 的 一 个 推论 . 

3| 理 e 设 X'!,.….X” 是 在 连通 开 集 CR 上 的 线性 无 天 
的 实 解析 向 量 场 ， 令 Q EGG，7 一 人 ER 一 oj，p 充分 小 ， 
则 在 在 唯一 的 一 个 解析 映照 F: 9, x U->08 (UDU 是 R” 中 0 点 的 
一 个 适当 的 邻 域 ) 使 得 


(来 米 ) 2 -~ 2 wxCFGr， 14)), 了 一 《ci **, dm), 


F(x,0)= Xx, 
而 且 如 果品 充分 小 , 则 映照 | 
at->F,, F(x)= F(x, 4), x* EQ 
是 单 的 . 
引 理 e 的 证 明 设 f: 8, Xx U X 1 一 8 是 一 个 解析 映照 ,使 
得 
SG, a， 1) — 5 aXi()), f(x,a,0) = x, 


7 一 1 


如 果 ia 一 邑 ， 则 我 们 有 fx。o; 一 jz,2， 9)( 因 映照 一 jz， 
A, 17 ) 和 f | 一 > f(x, bs, st) 都 是 微分 方程 
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a 
TD .eh rT 


= >，10iX 门 ， 10) 一 : 
i=1 


Oz 
的 解 ), 所 以 存在 一 个 解析 映照 FE: 2 XU 一 9 满足 (**)。 而 且 
ete» 2) _ 一 Y oi 5 (0，x) = Sa Xi), vat€U., 
所 以 


C0, #) = XI). 


册 在 我 们 断言 存在 有 限 多 个 点 zi，"…* ,XN€ Q。 和 映照 B:U 一 R™ 
(41>+**， am) > (F(a, X1),*: » F(a, Xn)) 

使 得 微分 映照 / 
: dD,: R” 一 及 

是 单 的 . 由 于 (0 x) 一 Xi(x), 只 要 找到 x,,*…*, Xn ,使 

得 

DS axi(xp) 一 0， p= 1 Na = 0, j= 1 

就 行 了 ， : 

为 了 做 到 这 一 扩 , 令 了 是 由 和 生成 的 R 回 量 衬 间 ， 

令 ri€ 0 使 得 Xi(x1) 关 0《 因 在 2 上 X' 半 09， 所 以 在 2 上 也 


关 0). 设 V,={X — > xixXCe) = 09, 则 dimV, < dimV* 一 
77 。 如 采 V 一 {0}, 则 定理 得 证 . 如 果 到 {0}, 令 rx,E0Q。 而 
目 对 某 个 Ye， 则 有 Y(x) 送 0.。 令 P 一 {XEPXCD) 一 0}， 


则 | dimV,; < dimVm— 1, 按 此 法 继续 进行 ,我 们 找到 X13"""» 
XNE€E Qo0,Nm, 使 得 


(XEVIX(z) 一 … — XCzy) — 0} 


*) dimV 表示 VV 的 维 数 ， 一 一 译 者 注 
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ia 


用 


A 


的 维 数 是 0。 因 此, 如果 > ajxi(xs) 一 0p 一 1，.…，N 则 有 


d= qd = 0. 

由 隐 函 数 定理 可 知 ，@ 在 0 的 一 个 充分 小 的 邻 域 上 是 单 的 ， 
引 理 。 得 证 . : : 

Lartan 定理 

设 D 是 C" 中 的 有 界 域 ，G = Aut(D) 是 DD 的 全 纯 自 同 构 群 ， 
当 我 们 提 到 DD 上 的 向 量 场 时 , 我 们 把 C" 看 作 R”*. 设 X:D 一 Cr 
是 一 个 全 纯 映照 。 这 能 理解 为 D 上 的 一 个 向 量 场 . 如 果 X = 
(Xi,*…， Xs), 则 XX 在 C” 函数 pg 上 的 作用 由 下 式 给 出 


Xp ~ BD xil#) 9 (Ca 


我 们 称 叉 是 关于 G 的 向 量 场 , 如 果 下 述 事实 成 立 ， 设 ; 上 > 8 
是 X 在 QED 上 的 局 部 单 参数 群 ， 则 对 充分 小 的 i, g: 是 G 的 
一 了】 元 素 在 eu 上 的 限制 ， 
由 解析 开拓 原理 得 出 ,这 与 @ 的 选 法 无 关 。 
命题 2 设 GL(n, CQ) 表示 n X w 的 可 逆 复 矩阵 组 成 的 群 ， 
则 CC 间 有 是 于 D x GL(n, C) 的 一 个 团子 集 ， 
证 设 xe6D, 令 开 一 {oeGlo(xo) 一 *o}， 由 第 5 章 命 题 
6 可 知 K 是 紧 至 的。 对 oe G, 令 J(o) 表示 矩阵 (5 (oj，c 一 
(co 显然, J(o) 《 GL(n, C)， | 
考虑 由 | 
9(o) = (o(xo), (0)) 
所 给 出 的 映照 z 
mp:G—D x GL(n, C). 
我 们 断言 9 是 单 的 和 正常 的 .事实 上 , 轴 照 a 一 ol(xo) 是 G 到 D 


内 的 一 个 正常 映照 (这 是 由 于 第 5 章 的 命题 6). 因而 pg 亦 然 . 为 
了 证明 9 是 单 的 , 设 pc) p(T), 则 | TT‘'o0€K., 而 且 
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Jrcrieo) = (CE ol) | Cx0) ) 


一 Jr) J(c)《 因 为 ox0) 一 7(x0)) 
一 id, 《因由 假定 ,有 J(0) 一 J(7T)). 
因此 ,由 第 5 章 命题 1 得 rriec 一 id., 所 以 是 单 的 . 
由 于 是 单 的 和 正常 的 , 所 以 9 是 到 D x GE(zC) 的 一 个 
闭 子 集 上 的 同 胚 . 


“命题 3 设 U, 是 DD 的 一 个 非 空 开 子 集 , 则 对 任何 9 ED 以 


及 8 之 09, 存在 一 个 6 0, 使 得 下 述 事 实 成 立 . 

如 果 cyreG, 对 xEU。 有 |o(x) 一 7(x)| <5， 则 我 们 有 
lo(x) 一 ?7(x)| 二 8 对 x€ 08 成立. 

证 ”这 可 立即 得 自 Vitali 定理 (第 1 章 命题 7). 

现在 令 X!,.…, X” 是 万 到 C* 中 的 全 纯 有 映照 ， 放 是 由 Xi 张 
成 的 C- 向 量 空间 ， 设 了 是 向 量 场 的 Lie 代数 . 【注意 ， 若 C 看 作 

R?， 则 上 述 意思 简单 说 来 就 是 
[X’, Xi] = (2Z1,***, 2,) 

是 Xt 的 一 个 复线 性 组 合 ;这 里 


Ori Xe) 
:= Xi — — Xi! ， = 一， ， 
z > 人 a ge) 2] 


设 Q, ED, g: 0, XU 一 D 是 了 的 一 个 局 部 Lie 群 ,5 是 
7 中 点 0 的 一 个 适当 的 邻 域 .假定 对 任意 w EV, 映照 
gu: Qo > Di:gs(x) =— g(x, U) 
是 元 素 f。€ G 在 8, 上 的 限制 .我们 定义 一 个 映照 
f: Dx U—D:f(x, 4) = f(x). 
命题 4 映照 f 是 实 解析 的 . 


证 设 UED, 0E0ED, 则 [\ g8.(9) 一 89X 


U,) & D, 设 0 是 一 个 连通 开 集 而 且 
z so X UM)EQLED., 
令 WW 是 了 中 0 点 的 一 个 充分 小 的 邻 域 ,而 
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A:.OXW—D 
是 由 了 确定 的 在 & 上 的 局 部 Lie 群 。 对 w€W, v€ U0。, 用 定理 1 
中 的 记号 ,我 们 在 9, 上 有 
goohy 一 Bitys wy 
(因为 加 Xx W 二 gl96。X W)， 因此， 由 解析 开拓 原理 ， 
在 Q 上 我 们 有 
fo hs 一 jioa。 : 
现在 ,映照 x 一 w(v, ww) 是 0 的 一 个 邻 域 Ne 到 ”的 一 个 邻 域 
N 上 的 解析 同 构 . 令 e 是 其 道 ,对 x€ 8, wkEN 我 们 有 
fx) 一 fohomx). 
因此 ; / 
f(x, w) = fh(x, p(w))), w EN, rE€Q. 
由 于 在 8 XW 上 解析 , f, 在 D 上 解析 ， 所 以 f 在 QXN 
上 解析 . 由 于 Uo。 是 避 的 任意 相对 紧 致 子 集 ,8 是 任意 相对 紧 致 连 
通 集 而 且 g(9, x U。) € 9, 所 以 1 在 D x U 上 解析 . 
系 设 X 是 关于 G 的 一 个 向 量 场 ， 则 存在 一 个 解析 映照 
g:DXxXxR—D 
使 得 
es ~— XCg(x372)), g(x; 0) = x 


而 且 对 任意 1 ER, 映照 xF-> g(x,1) 属于 6G.， 
证 设 8ED,p>>0 充 分 小 , 令 1 了 < oj， 则 
存在 一 个 解析 映照 
php: X 一 用 
使 得 
2 1 x(x, 1)), h(x,0)=x, *EQ, rE€l, 


而 且 映 照 h:; x 一 从 x,t) 是 元 夫 f EG 在 2 上 的 限制 ， 由 命 
题 4， 由 f(x, £) : 一 fC%) 所 定义 的 上 且 照 
iI:DXI—D. 
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是 解析 的 。 我 们 定义 g 如下; 设 站 ER， 而 > 0 是 一 个 整数 做 
得 w 二 zo/p € 1。 我 们 令 
g(x*, to) 一 foo * “filx) , 
z 人 

由 命题 1 所 述 的 局 部 单 参数 群 的 性 质 ，8 不 依赖 于 乡 的 选择 ， 出 
解析 开拓 原理 ,这 个 & 满足 我 们 所 需要 的 微分 方程 . 

这 个 映照 称 为 关于 和 的 单 参数 群 . 

伴随 于 Aut(D) 的 向 量 场 的 存在 性 

定理 2 设 {0,} 是 G = Aut(D) 的 元 素 的 序列 , D 是 C" 中 


的 一 个 有 界 域 。 设 {0,} 收敛 到 G 的 单位 元 素 ,同时 存在 整数 序列 


to 当 2 一 co 时 , m, 一 00, 而 且 具 有 下 述 性 质 : 


D 到 C” 中 的 映照 X,(x) 一 ms《o,(x) 一 x) 所 组 成 的 序列 


{X,} 在 DD 的 紧 致 子 集 上 一 致 收 合 到 映照 X: D 一 C， 则 和 是 关于 
G 的 一 个 向 量 场 . 
证 设 ED, 令 p> 0 如 此 之 小 ,使 得 相应 于 X 的 局 部 单 
参数 群 : / z 
gsg:Q ,XI—D 


在 0, X 1 上 有 定义 . 令 0 二 二 os gq, 是 过 mn 的 最 大 整数 ， 


则 一 co, 而且 0 二 myto 一 qs 二 1。 我 们 将 证 明 ， 存 在 一 个 非 
空 开 集 B C G, 使 得 如 果 和 充分 小 , 则 oy» 在 B 上 一 致 收 伍 于 隐 
限 gi: xzL> g(x, 4)， 由 Vitali 定理 (第 1 章 命题 7) 和 第 5 章 定 
理 4, 我 们 有 ofr 收敛 于 o€ G, 由 解析 开拓 原理 ,还 满足 o|9。 == 
8io。 

我 们 有 


Es £) 1 -一 X(g(x, 0 ) ) — X(X), x EQ, 
f 


如 果 天 是 0, 的 一 个 紧 致 子 集 而 且 有 非 空 的 内 部 , 则 表明 
(1) g(x, i)—x= g(x， 1 ) — g(x, 0) = XX) + E(x, 1)}, 
这 里 当 1: 一 0 时 , E(x,1) 一 0 对 x&kK 是 一 至 的 而且， 
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Xx), Xs 一 一 全 X 


dy» tommy 
现在 当 > 一 co 时 ,有 XX 一 了 《因为 0 < mio 一 9, 二 1)。 因 而 
(1) | 0 一 < 一 古人 (GD + es), 


这 里 当 > 一 oo 时 , "(*) 一 9 对 >6K 一 致 成立， 
立即 有 

(2) |g(x， /gs) — os | < 8,/g,, x€Kk, 
这 里 , 当 > 一 co 时, 6， 一 0. 

设 M > 0 选 得 使 Xllo, < M， 仿 B 是 以 xo EK 为 心 7 为 
半径 的 球 , BCK。 我 们 假定 以 B 的 任 一 点 为 心 ，? 为 半径 的 球 都 
包含 于 KK. 我 们 设 to 过 rM. 

我 们 证 明 , 有 下 述 事 实 成 立 : 

如 果 2 充分 大 , x &€ 8， 出 | 四 

~ glx, ptiof gr) EK, or(x) EK 
对 p= 1， “，9。 成 立 ， 

为 了 证 明 这 点 , 令 } 表示 两 个 映照 x > os) x > g(x, 
to/ 94s》 中 的 任意 一 个 , 则 由 (1) 及 (1 )， 如 果 »w 充分 大 , 则 对 x € K， 
我 们 有 / 

(3) Je) 一 z| < HM/g, < +/g,. : 
”因而 ,对 x€ B, 有 f(x) E KC 因此 f(x) 一 /CC ) 是 有 定 
义 的 ,由 (3), 在 点 用 *), 我 们 有 
[he — fC*)| < 7/g,, 
所 以 
[Pox) 一 x| 一 27/1qg 委 *， (如果 % 疡 2)， 
因而 如 果 4, 2, 则 (x) € KK, 同时 我 们 在 不 等 式 (3) 中 继续 上 
面 那 种 代 换 ,如 果 我 们 令 拓 (x) 一 f(x), 当 fp-1(x) EK 时令 fe (x) 
一 ffy_1(x))， 则 这 给 我 们 下 述 结 果 : z 
对 于 1 万 p 志 q, 和 x€B, 则 folx) 是 确定 的 ,而 且 
[fp lx) 一 z| < pr/q, Sr. 


* 2 : 


特别 ， fo(*) €K., z 

设 xE€B,，xp 一 or:(x) 以 及 yp g(x, pio/ 9 )， p= 一 |， 
qs。 由 (1), 对 yy 天 以 及 充分 小 ,我 们 有 

‘i8952) — gy sD ely —yI( + MMI). 

外 而 对 充分 大 的 > 以 及 请 < q, 我 们 有 

|g(Cxzp tof 4s) 一 gyp, tof qs)| < |x, — ysl Cl + Mt/4q,). 
由 (2), 还 有 

[g(xp» fof 9s) 一 axzp) 一 6/g,. 

由 于 Os xp) 一 xp+i， gyp3to/ 95) 一 yp+1， 我 们 得 到 


6 z 
apt 一 yp | “<7 [xp 一 yp| (1 十 M1/1q。)， 1 委 妨 委 9 一 上。 
» . 7 


由 迭代 法 ,得 到 
[ya; — -Xo | 一 (5， 十 EE yD 十 MA 4go]9 一 2 > 
(因为 (2)). 换言之 ,有 
| gCx,10) 一 09:(%)| 一 25oeo vv 充分 大 ,x 8B， 
因此 在 B 上 一 致 地 有 or 一 8， 正如 我 们 已 经 见 过 的 ， 这 所 已 经 
跤 了. -~ 
系 ”如果 X,Y 都 是 关于 G 的 向 量 场 , a, 5 是 实 的 , 则 
4aX 十 2Y 和 [X,Y] 
都 是 关于 G 的 加 量 场 ， | 
证 设 g,h: D xR 一 D 分 别 是 关于 X， Y 的 单 参数 各 ( 命 
题 4 的 推论 ). 
aX(x) + bY(x) 一 limk{g(A(x, bIR), al R) 一 zj， 


对 DD 中 任何 紧 致 子 集 中 的 * 是 一 致 的 . 同样 方法 ,如 果 我 们 用 g， 
hp 分 别 表 示 有 映照 X —> g(x, 1)， 》 一 h(x, i )， 令 
| 一 gsoh, og-s°h-s 
则 lim -xc 一直 一 x, y](x). 现在 我 们 就 能 应 用 定理 2 
而 得 到 推论 : 
命题 5 关于 G 的 向 量 场 的 ( 实 ) 向 量 空间 , 其 维 数 是 有 限 的 ， 
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而 且 委 2z2(2 二 1 
证 设 X:,…,X” 是 关于 G 的 向 量 场 ， 而 且 线 性 无 关 . 由 


”$1 中 的 引 理 <， 让 在 一 个 解析 潜 妥 


F.Q0 XU—D 
(9 ED， ,U 是 R” 中 0 的 一 个 适当 的 邻 域 ) ,使 得 


Sr Ey, ta) 一 > aKi{ F(x,1a)), 下 (xz 0) 一 YY。 
而 且 如 果 忌 充分 小 , 则 贞 照 
4 | 一 > Fs F(x) ~ F(a, a) 
是 单 的 . 
现在 ,对 任何 a € R”， > aXi 是 关于 6 的 一 个 内 量 志 (上面 
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的 系 ); 啊 且 ti 一 > Fw 是 关于 > ajXi 的 局 部 单 参数 群 . 因而 ,如 


果 : 充分 小 , 则 映照 + > F(x, ta) 是 元 素 ze G 在 .9, 上 的 限 


制 ， 如 果 户 > 8 充分 大 , 则 o 一 (zvp)e G， 而 且 0619, 一 了。 
这 给 我 们 一 个 单 映 照 v": U 一 G, ae-> o。 而 且 ,由 于 ol9, 一 F。 
由 命题 3 可 知 5 是 连续 的 。 由 命题 ?2，C 同 胚 于 D Xx GL(z， C) 
的 一 个 闭 子 集 , 它 是 Rzet+9 中 的 一 个 开 集 . 由 维 数理 论 的 经 典 
结果 得 到 m 志 2n(n 十 1)，[ 例 如 ， 见 Hurewicz-Wallman，Dime- 
nsion Theery, Princeton University Press. ] - 

注 ”假如 我 们 检验 一 下 由 4(o) 一 9(xo); 2 是 DD 的 一 个 给 定 
的 点 , 所 给 出 的 上 映照 J:G 一 D, 易 见 g(x) 是 GL(w, C) 的 一 
个 紧 致 (Lie) 子 群 的 傍 系 ,因此 其 实 维 数 委 zz。 这 点 能 用 以 证 朋 关 
于 G 的 向 量 场 的 空间 的 维 数 是 所 n(w 十 2)， 这 是 最 好 的 估计 了 ，; 
当 刀 是 单位 球 卫 一 {z EC"| [a 十 … 十 [zo* 过 1} 时 , 维 数 一 
n(? 十 2)， 实 际 上 , 仅 对 全 纯 同 构 于 球 的 域 才 达 到 这 个 界限 . 见 
Kaup[18]。 事实 上 Kaup 的 结果 要 较 这 里 的 结果 精确 得 多 ， 

设 D,€ DED,D, 和 D, 是 开 集 ,和 而且 对 o€G, 定义 

Ho0) 一 sup [lol*) — x|, 
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令 0<oe<1i<h. 
命题 6 存在 p > 0 使 得 下 述 事实 成 立 ， 如 果 s EG 和 gq 之 1 
使 得 对 p 一 1,…,g 一 1 有 x《o?) <p， 则 对 x€ D。 我 们 有 * 
glol) — zl < lo() — x| < palolx) — x*l. 
证 令 DD, Do E90 D. 我 们 证 明 , 存在 ss > 0 和 一 个 
常数 C > 0 使 得 对 任何 全 纯 上 映照 f: D, 一 C*?， 如 膝 有 人 性质 
a(f) 一 sup [IfC(x) —x| Es, 0 <e < 850 


则 对 x， y € Do, 我 们 有 : 
(1— Ce)lz—y| < |) — 1 E(+ Ce)lx— yl|. 
事实 上 , 令 g(x) 一 f(x) 一 +。 由 Cauchy 不 等 式 和 中 值 定 
理 ,存在 C > 0 使 得 ” 
[glx) — g(y)| Celx—y|, x,y€Do. 
显然 有 
Iz—y| — lg) — 2) <1) — 107)1 
lx-—yl+ [s(x) — 8)|. 
由 此 邑 可 直接 得 到 上 面 的 断言 . 
如 果 plo!) < psb 一 1 9 一 1， 又 如 果 


f(s) = = {r+ ob) + .+ oe)), 


则 pj) < p。 我 们 选取 p 使 得 oDo) C Ds， 并 选取 a 过 1 一 
Cp 6 >> 1 十 Co。 如 果 我 们 应 用 上 面 的 不 等 式 于 *,? 一 ox) 这 
样 的 一 对 点 , 则 命题 6 立即 得 证 . 
Cartan 定理 的 证 明 : 

”我 们 现在 进行 Cartan 的 证 明 中 的 第 二 个 重要 步 又 ， 

”定理 3 如 果 {oc,} 是 G 中 元 素 的 一 个 序列 ， wm < ， 同 时 
wo) 一 0， 则 存在 一 个 整数 序列 4, 一 co ， 使 得 4,(o,(*) 一 *) 
有 一 个 子 序列 在 刀 的 紧 致 子 集 上 一 致 收敛 于 一 个 映照 四: 刀 > C"， 
X 天 0 


*) 不 等 式 中 a， PB 是 二 个 待定 常数 ,这 在 证 明 中 给 以 确定 ， 一 一 译名 注 
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证 令 0 二 a 二 1 <8, 0 是 DD 的 一 个 任意 开 于 集 , 0 ED， 
由 命题 3 和 6， 在 在 全 得 下 人 于 守 民 2 如 宁 okEGN > 0 
以 及 mot < oz 一 1 ，N， 则 
aplolx) — x| < lor(x) — x| < pplolx) 一 «|, 

/ p= ll, ,N+1l,xéEQ, 
设 po 是 具有 这 种 性 质 的 最 大 的 p。 我 们 证 明 如 果 o 二 id.。 则 在 
在 立 >0 使 得 g(o*) 之 po， 事实 上 , 如果 pc) < po 对 所 有 
N 成 立 , 则 我 们 有 | 
aN |oCx) —x| 志 |oN(x)—x|, xé0. 
所 以 | 


Ice) 一 了 | < -lowGe 、 一 -zx|. 


由 于 o™ 是 DD 到 其 自 己 的 一 个 映照 ,所 以 对 NN 是 一 致 有 界 的 ， 这 表 
明 对 所 有 *E@, 有 ckx) 二 x, 所 以 o = id., 矛盾 ， 特 列 ， 如 果 
G 不 仅 是 只 含有 一 个 恒 等 变 换 , 则 po < co。 

对 o€G 一 {e), 令 qlo, 0) 是 整数 NN 使 得 Ko ) < po,p 一 
1,-，…,N 一 1, 而 x《o”) 之 po。 我 们 证 明 , 如 果 8, 0 都 是 DD 的 
相对 紧 致 的 开 子 集 ， 则 存在 c = c(0, 9') > 0 使 得 下 述 事实 成 
YY: 。 

对 任何 o € G 一 4e}, 我 们 有 

ci9(o 0) < gq(0; 0) calo, 0). 
只 要 对 8 C 8 证 朋 这 点 就 人 稻 e 了。 此 时 po 委 po， 因此 了 7(c， 
90) 万 qlo, 9) (由 4(c, 9) 的 定义 )。 如果 我 们 的 证 明 不 成 立 ， 
就 存在 一 个 序列 {zt,}CG 一 {e} 使 得 如 果 我 们 令 gq, 一 (ro 
gy 一 g(T5， 9)， 则 当 > 一 oo 时 , 有 gq,/gq, 一 co。 我 们 可 设 v2 
(事实 上 是 对 {rt,} 的 一 一 个 子 序列 如 此 ) 在 紧 致 集 上 一 致 收敛 于 映 


由 D -> Cr。 由 于 p(x*) > pw, 我 们 有 wh > po 因此 1 
， 另 一 方面 ,对 x € Q, 我 们 有 


|z» "(x) 一 寻 委 bg,|rkz) — x| < (pq,/q0) * ogy lr, (x) —x| 
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< (pg)/ag,) * rt) 一 z| < const 91 
”由 于 ?和 是 加 到 其 自己 的 一 个 映照 ， 所 以 是 有 界 的 由 假定 9 
7, 一 0, 这 表明 jf 一 id., 证 毕 .， 
现在 我 们 选取 一 个 固定 的 域 Du & D， 同 时 对 ce G 一 {e}， 
令 gq(8) 一 4q(o, D)， 如 果 o, EG 一 {e}, p10,) 一 0, 令 go 一 
g(os)， 由 于 pos) 一 0 表明 在 G 中 o, 一。( 命 题 3), 则 我 们 有 
qs > 09。 员 且 z 


golos(%) | —x| 志 一 [cg(x) — x|. 


另外，gq,《o,(x) 一 x) 在 任何 9 会 只 上 是 有 界 的 《因为 g, < 
const。 g(0,, 人 Q), 所 以 
gylos(x) — x| const* Ios(x) — x|, x € 0). 
因此 ,存在 一 个 子 序列 {vp}C{v} 使 得 
qs Trp Cx) — x) 
在 DD 的 紧 致 子 集 上 一 致 收 仑 于 映照 X:D—C. 


由 于 po,”?) > on， 我们 可 以 假定 (如 果 必 要 可 取 fy} 的 子 
序列 ){o,”?} 收敛 于 一 个 映照 8:D 一 C" 而 且 Ke)>pre. 在 不 等 式 


dy . 
or — x#| < pg lossl) — #|, x€D, 


中 取 极 限 , 我 们 得 到 | 

lel#)—x|<p: |XC(x)|, x€D,. 

由 于 Mg) 之 pp， 这 表明 X 关 0， 

这 就 证 明了 定理 3. 

… 设 了 是 所 有 全 纯 映 照 X: D 一 C* 的 集合 ， 这 些 映照 都 是 伴 
随 于 G 的 向 量 场 ， 则 由 命题 5 和 定理 2 的 系 ，V 是 向 量 场 的 一 个 
(有 限 维 ) 的 Lie 代数 ， 设 9, © D 和 U 是 了 中 0 的 一 个 适当 的 
邻 域 . 令 

8g: QQ,xXU —»D : z 
是 关于 了 的 局 部 Lie 群 . 我 们 已 经 看 到 ( 见 命 题 5 的 证 明 ), 对 任 
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pr : ee . PT = he :， . ' - 二 
站 Er 


何 4&EU, 存在 o,€ G, 合 得 对 xceg@ 有 
0 = g(x, 4). 

我 们 由 q(x) = cv 定义 一 个 映照 p: VU > G。 从 命题 3 立 
见得 到 wp 是 连续 的 ， 

命题 7 9(U) 是 6 内 e(== 恒 等 变换 ) 的 一 个 邻 域 

证 象 上 面 那样 , 令 P EDiC9，nc) 一 sup [okx) 一 
x*|。 设 玉 是 0 的 一 个 紧 致 对 称 邻 域 ，K CU。 假定 结果 不 成 立 ， 
则 存在 一 个 序列 {fojc GC 一 {ej， 当 > 一 oo 时 ， 有 cv 一 e， 
0。& p(U)。 定义 

es 一 infp( pla) 0) . 


由 于 站 是 连续 的 ， 必 紧 致 的 ,所 以 存在 一 个 we 天 使 得 
e 一 pp(e) .oo). 
特别 ，s, > 0 (因为 名 8, 一 0, 我 们 就 有 
op 一 pas) =— gp(—a,)€ p(U)). 
和 而且 由 于 co, 一。, 所 以 
6» < AP(0) co) 一 a, )=0. 
Ty 一 ql a,) * 0,, 
由 于 p(T,) 二 8, 一 0， 所 以 由 定理 3, 存在 整数 的 序列 {gq,}， 
， 一 > co 使 得 
rz) — x) 
有 一 个 子 序列 , 在 D 的 紧 致 子 集 上 -一 致 收 伍 于 映 由 X: DC°, 
X 半 0。 将 {rt,} 换 以 相应 的 子 序 列 ， 我 们 假定 gy(7, 一 人 一 
由 定理 2 得 藉 是 关于 G 的 一 个 回 最 场 . 
令 
4 一 ~ sp [XC 


则 当 v 一 co 时 ， 


译 者 注 


*) 原 书 此 处 误 为 “qo 一 >0”， 
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9 一 sup qu|r(xz) 一 rz| 一 4> 0., 


没 Uo 是 V 中 0 的 一 个 邻 域 ， 元 CK， 则 
0 一 in 人， pa)) > 0， 


同时 由 于 0»™ €) 所 以 


lim inf pp(a)o,) = 6. 
Ve a€ 


由 于 gs -> 0， 所 以 对 充分 大 的 v, 有 a,€ Us. 
设 :>h 是 和 的 单 参数 群 (命题 4 的 推论 )， 则 对 小 的 + 有 
h,€ p(K)。 考虑 


Le — h_iyg,ory, 
则 o, 一 Avrogp(an)oov = p(b,)o0,， 这 里 5, 二 w( 一 1/q,, 4a») 
( 同 定理 1 的 符号 )， 由 于 对 大 的 > 有 we Vo, 同时 q, -> 00， 而 
且 > 充分 大 时 ， 2 天。 因此 对 大 的 > 我 们 有 

Kl ws) 之 ev。 

现在 我 们 证 明 , 如 果 
Bx) = hg Ths)) 一 >x， 

WN 当 > 一 oo 周 , q(x) > 0 对 x€ D, 是 一 致 的 。 事实 上 ，, 存在 
一 个 常数 C > 0 使 得 


D(x) = tx) 一 xz 一 一 XCrr() 十 gr ov(xz)， 


这 里 对 所 有 ?> 有 |e,(*)| 和 5 而 且 x《 D,， 这 给 出 
gsps(x) = gst,(x) 一 z) 一 X(rakz)) 十 OOCqr 

由 于 gx(r,(z) 一 x) 一 XC(x) 和 X(t,(x)) 一 X(x) 在 DD 的 紧 致 

集 上 是 一 致 的 , 所 以 gb 人 x) 一 0 在 D, 上 一 致 。 由 于 p(w,) 之 

g,， 这 表明 当 > 一 oo 时 ， 有 4,8s, 一 0. 这 与 我 们 早已 得 到 的 

qe。 下 4 一 sup |X(*)| > 0 相 矛 由， 这 证 明了 命题 7. 


定理 4 (H. Cartan) 群 G = Aut(D) 具有 一 个 Lie 群 结构 
使 得 上 映照 GXD—D, (0o, x) 上 一 >OCx) 是 实 解析 的 . 
证 “ 令 避 如 命题 7 所 设 ， 如 果 天 是 了 中 0 的 一 个 紧 致 邻 域 ， 
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KCU, 则 qiK” 是 到 G 中 的 一 个 邻 域 N 上 的 同 肽 . 设 WV 是 
G 内 。 的 一 个 开 邻 域 使 得 W。 一 WV 站 ,Wo Wo CN (这 里 Wi 二 
tce Glo i€E Wo}, Wo: Wo={r'olro€E Wol). Wm 且 ,U6= 
9 《W。) 是 了 中 0 的 一 个 邻 域 . 

我 们 考 志 G6G 的 覆盖 {W"}ecs 这 里 W ”一 Wo'o= {7 :olr€ 
Wo}。 设 xo:Wo oF-> Uo。 是 一 个 同 肥 rc 一 9 飞 z)，U 在 有 
限 维 向 量 空间 了 中 是 开 的 ， 也 可 看 作 是 R” 中 的 一 个 开 集 ，m 一 


dimV。 如 果 Wr 位 Wr 志 及， 则 坐标 变换 XeoXz: 为 


XiroXzl(z) 一 pg pu)oor tt) 
现在 “ze N, 所 以 ,用 定理 1 中 的 记号 , 若 oor 一 一 p(wvo), 我 
们 有 / 
XOXT(U) 一 WU, V0), 
这 是 #4 的 一 个 实 解析 函数 ， 

如 果 f:GXD 一 D 是 映照 fo, x) 二 ol(x)， 则 (47: x 
id. ): f 是 映照 (w,x) 一 > p(wu)(o(x))， 由 命题 4, 它 是 解析 的 ( 因 
定 0). : 

这 就 证 明了 Cartan 定理 . 

G 上 的 Lie 群 结构 由 它 的 拓扑 群 结构 唯一 确定 .这 是 卫 . Cartan 
的 一 般 定理 的 一 个 系 (例如 见 Chevalley[12]，128 一 129)。 

上 面 给 出 的 那些 证 明 与 耳 . Cartan 的 证 明 [27] 十 分 相近 .Cartan 
的 结果 甚至 更 强 〈 例 如 它们 将 上 述 的 唯一 性 叙述 作为 付 产 品 给 
出 7)。 Cartan 所 引用 的 方法 被 Bochner-Montgomery[4]】 用 来 证 明 一 
个 局 部 紧 致 群 有 效 的 作用 在 一 个 微分 流 形 上 《有 效 作 用 亦 就 是 读 
除了 中 心 元 素 之 外 , 没有 其 他 元 素 作用 在 流 形 上 好 同 恒 同 ), 而 且 
群 的 每 个 元 素 的 作用 是 微分 同 胚 , 则 事实 上 它 就 是 一 个 Lie 群 . 

Bochner-Montgomery 的 这 一 结果 , 就 其 本 身 而 言 , 在 进一步 研 
究 复 空间 上 的 变换 群 也 是 基本 的 . 可 见 之 于 KaupL 18] 与 [18] 中 
给 出 的 参考 文献 . 


*) 这 里 的 9 是 定理 3 的 证 明 中 所 定义 的 李 代 数 到 局 部 李 笠 的 脆 电 ， 一 一 译 者 注 
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最 后 一 个 注 在 Cartan 定理 中 ，D 是 有 界 的 假设 是 本 质 的 。 
W. Kaup 给 出 一 个 无 界 域 D C C” 的 例子 ， 且 Aut (D) 是 可 递 
的 作用 于 D 上 (此 即 对 任何 一 对 点 x*、y€ D, 有 一 个 o &€ Aut(D)， 
使 o(x) = y), 然而 却 不 存在 Lie 群 可 递 的 作用 在 D 上 . 他 也 研 
究 了 一 些 不 等 价 于 有 界 域 的 空间 类 ,而 Cartan 定理 对 它们 依然 成 
立 。 
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